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PRÉFACE. 



J'ai essayé de rédiger les présentes Leçons dans un esprit 
conforme à celui des programmes de la classe de Mathématiques 
spéciales, tels qu'ils ont été arrêtés, en 1904, après entente entre 
les représentants des Ministères intéressés. Je me suis appliqué, 
de mon mieux, à rendre les choses visibles, à éviter les détours 
subtils et l'abus du formalisme, à écarter les propositions par- 
ticulières qui n'intéressent que les curieux, ou les généralités 
sans application, à pousser enfin les théories jusqu'à la réalisa- 
lion numérique. 

Toutefois, lorsqu'il m'est arrivé de laisser de côté certains 
raisonnements, indispensables pour établir un théorème en toute 
rigueur logique, j'ai cru devoir en avertir le lecteur et lui signaler 
les difficultés ou les lacunes. J'ai horreur d'un enseignement qui 
n'est pas toujours sincère : le respect de la vérité est la première 
leçon morale, sinon la seule, qu'on puisse tirer de l'étude des 
sciences. Sans doute, il y a des démonstrations qui ne sont pas 
rigoureuses et qui sont excellentes, parce qu'elles laissent dans 
l'esprit une image qui ne s'efface pas, que l'on voit en même 
temps que la proposition, et dont la clarté suffit à guider dans 
les applications; si elles présentent quelque lacune, il faut le 
savoir, et il est bon de savoir où est cette lacune. Aussi bien 
dans la vie pratique que dans la spéculation, il importe de dis- 
tinguer ce que l'on comprend avec certitude, ce dont on est 
justement persuadé, ce que l'on croit; il est bon de distinguer 
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les choses que Ton possède entièrement et celles dont on peut 
user, sous certaines conditions. 

Je n'avais ni la place, ni les connaissances nécessaires pour 
indiquer partout, d'une façon sûre, la filiation historique des 
idées : je n'ai fait nulle histoire et je le regrette. Sauf quelques 
noms consacrés par Tusage, j'ai évité les noms propres; l'habi- 
tude d'accoler un nom à toutes les propositions me semble un 
abus qui n'a rien à faire avec l'histoire. Lors même que cette 
habitude est consacrée, elle ne va pas sans inconvénient : il est 
fâcheux qu'un élève de Mathématiques spéciales ne connaisse 
Descartes que par la règle des signes, Newton que par la mé- 
thode d'approximation ou la formule du binôme et qu'il soit 
tenté de regarder RoUe comme un aussi grand mathématicien 
que Descartes ou Newton. Je n'ai point cité davantage, bien 
qu'ils fussent souvent d'excellents géomètres, les auteurs des 
démonstrations ou des améliorations à des démonstrations anté- 
rieures : il m'aurait été parfois difficile de distinguer entre les 
souvenirs de mes lectures, de mes conversations avec mes 
maîtres, mes collègues ou mes élèves (*). Ne pouvant le faire 
partout, je ne l'ai fait nulle part. 

N'ayant cité personne, je dois m'excuser d'autant plus d'avoir 
souvent renvoyé le lecteur à mon Introduction à la théorie des 
fonctions d^une variable (*). Ce dernier livre a été écrit avec 
des préoccupations tout autres que les présentes Leçons. Je me 



(1) Ceux-ci ont été naturellement mes collaborateurs par les leçons que je 
leur entends faire à l'École normale, depuis plus de vingt ans. Par exemple, 
les n°* 84 et 165-170 ont été rédigés d'après une leçon de M. Sibuet, que la 
mort a enlevé très jeune à l'enseignement et à la Science. 

(*) Je dois remercier M. Hermann, l'éditeur de cette Introduction, pour la 
liberté qu'il m'a laissée de développer à nouveau plusieurs sujets que j'y avais 
traités. 
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suis proposé d'y présenter les choses, sous une forme abstraite, 
avec une entière rigueur logique : cette rigueur est indispensable 
quand on veut pénétrer dans certains domaines de la Science, 
où celui qui prétendrait s'en passer commettrait à coup sûr les 
plus lourdes erreurs; celles-ci ne sont guère à craindre, au moins 
actuellement, dans les applications des Mathématiques, et il 
n'est pas mauvais, en commençant, de ne pas se laisser paralyser 
par la terreur d'y tomber : quelques lecteurs, toutefois, peuvent 
désirer connaître le complément d'un raisonnement, la suite 
d'une théorie : c'est à ce désir possible que j'ai voulu répondre. 
En achevant la rédaction, j'ai été quelque peu effrayé de la 
longueur de mon manuscrit : je voudrais me persuader que cette 
longueur tient à l'abondance des explications et au nombre des 
exemples : je serai heureux si le lecteur trouve trop facile la 
lecture de ces Leçons et s'il juge qu'il aurait bien pu traiter seul 
les exemples que j'ai développés. Toute brièveté a son mérite, 
même la brièveté verbale, que je n'ai nullement cherchée; mais 
la véritable brièveté n'est pas celle-là : le parfait enseignement 
serait, à mon sens, un enseignement tel que celui qui Ta reçu et 
qui se l'est complètement assimilé s'étonne du peu de place que 
tiennent dans sa propre pensée les principes fondamentaux, les 
théories qui s'en déduisent, les méthodes qui en résultent, parce 
que ces principes sont si clairs, ces déductions si naturelles, ces 
méthodes si aisées qu'il peut à chaque instant les retrouver sans 
effort. Est-il besoin de dire que je n'ai nullement la prétention 
de m'étre approché de cet idéal, même de loin? 

Jules TANNERY. 

Bertholène, i6 septembre 1906. 



LEÇONS 

DALGÈBRE ET D'ANALYSE. 

CHAPITRE I. 

NOTION DE COUPURE. NOMBRES IRRATIONNELS. CALCUL DES RADICAUX. 
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES, NÉGATIFS, IRRATIONNELS. 



§ 1. - DÉFINITION DES NOMBRES IRRATIONNELS. OPÉRATIONS 
SUR CES NOMBRES. 

1. Je suppose acquises les règles relatives au calcul des nombres 
entiers, des nombres fractionnaires, des nombres relatifs (*) dont 
la valeur absolue est un nombre entier ou une fraction à termes 
entiers. Ces nombres, y compris o, sont dits rationnels. De tels 
nombres, si on les combine par addition, soustraction, multiplica- 
tion, division (la division par o étant exclue) reproduisent toujours 
des nombres rationnels. 

Au point de vue pratique, ces nombres suffisent à la mesure des 
grandeurs; le problème pratique de la mesure d'une grandeur, de la 
longueur d'une droite limitée, par exemple, n'est pas complètement 
déterminé : on peut substituer à cette droite, qui n'est d'ailleurs 
qu'imparfaitement délimitée, une autre droite qu'on ne saurait dis- 
cerner de la première : il y a ainsi une infinité de nombres rationnels, 
très rapprochés les uns des autres, qui peuvent servir à mesurer la 

(') C'est Sous ce nom que je désignerai les nombres positifs et négatifs. 

T. I 
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même longueur; comme le résultat des opérations arithmétiques 
cliange très peu quand on change très peu les données, peu importe 
celui des nombres que l'on choisit pour la mesure, lors même que ce 
nombre doit être soumis à certains calculs : c'est par des raisons de 
commodité qu'on décide le choix ; on ne conserve, par exemple, 
qu'un certain nombre de décimales. 

Les nombres rationnels permettent aussi de résoudre avec telle 
approximation qu'on voudra des problèmes comme celui-ci : trouver 
un nombre dont le carré soit égal à v. ; mais les nombres rationnels 
ne suffisent à résoudre exactement ni ce dernier problème, ni le pro- 
blème théorique de la mesure des grandeurs, puisque la Géométrie 
met en évidence l'existence de grandeurs incommensurables entre 
elles. 

Les explications qui suivent (n"* 2, 3, . . . , 7) ont pour but de préparer 
la définition des nombres irrationnels, dont l'introduction conduit à 
une solution exacte de ces problèmes et d'autres analogues : ces 
nombres sont, comme on le verra, une façon de parler plutôt qu'une 
réalité; cette façon de parler, qui condense en un seul mot l'infinité 
des solutions approchées, permet de donner une forme simple à des 
raisonnements parfaitement rigoureux. Jusqu'à ce que la définition 
des nombres irrationnels ait été donnée (n^*8, 9), les nombres dont il 
sera question seront des nombres rationnels. 

2. Étant donné un nombre rationnel positif (non nul), il est tou- 
jours possible de trouver un nombre rationnel positif plus petit que 
lui; il suffit, en efiet, si le nombre proposé est donné sous forme 
d'une fraction à termes entiers, d'augmenter le dénominateur de cette 
fraction. 

11 y a en particulier des nombres décimaux, autres que o, com- 
portant un nombre limité de chiffres décimaux et plus petits que 
tel nombre positif a que l'on voudra : on peut prendre en efl'et le 

nombre naturel (*) n assez grand pour que l'on ait io"> -, — ^ <flr. 

Entre deux nombres rationnels distincts a, 6, il y a d'autres 



(') Les nombres naturels sous les nombres de la suite naturelle i, i^ 3, ...,à 
rexclusion du nombre o. Les nombres entiers sous les nombres o et d=i, ±2, 
±3 
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nombres rationnels; si l'on suppose a <C b^ on les obtiendra en ajou- 
tant à a un nombre rationnel plus petit que le nombre positif b — a. 
Soit c un nombre rationnel compris entre a et b; rArithmétique 
enseigne à trouver des nombres décimaux (*) qui diffèrent de c aussi 
peu qu'on veut, dont la différence avec c soit en particulier moindre 
qoe c — <2 et que b — c : un tel nombre est forcément compris 
entre a et b; entre deux nombres rationnels quelconques il y a des 
nombres décimaux. 

3. Considérons un axe X'X, c'est-à-dire une droite indéfinie sur 
laquelle on a fixé l'unité de longueur et le sens positif. Cette unité et 
ce sens sont représentés par un vecteur unité UV placé sur la 

Fig. i 



droite X'X ou sur une parallèle à cette droite : la longueur de ce 
vecteur est l'unité de longueur, son sens (de U vers V) est le sens 
positif; je supposerai que ce sens soit celui de la gauche vers la 
droite. Je supposerai enfin qu'on ait pris sur l'axe une origine O. Un 
tel axe nous servira, tout le long de ce Chapitre, à figurer soit les 
nombres rationnels, soit ces nombres irrationnels qu'on se propose 
de définir. 

Si l'on considère un point M de l'axe, autre que le point O, deux 
cas peuvent se présenter : ou le segment (^) OM est commensurable 
au segment UV, ou il lui est incommensurable. 

Dire que les deux segments OM et UV sont commensurables, c'est 
dire qu'il existe un segment (leur commune mesure) qui est contenu 



(') En parlant ici et plus loin d'un nombre <feci/na/, j'entends toujours parler 
d'un nombre comportant un nombre limité de chiffres décimaux. Un nombre décimal 

/^ 
est de la forme -^—i où A est un nombre entier et n un nombre naturel. 

10'* 

(') Dans le cours de ce Livre, les mots segment de droite ou segment seront pris 
avec la signification de droite limitée, abstraction faite de tout sens de parcours. Un 
segment dont on distingue l'origine et l'extrémité, auquel on attribue ainsi un sens 
de parcours, devient un vecteur. 
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exactemenl un nombre entier de fois dans OM et dans UV, par 
exemple/? fois dans OM et q fois dans UV; la mesure du segment OM 

est alors - • 

Le nombre relatif dont la valeur absolue est - et dont le signe 

est 4- ou — , suivant que le point M est à droite ou à gauche du 
point O, est V abscisse du point M : cette abscisse est rationnelle. 

Dire que les segments OM et UV sont incommensurables entre 
eux, c'est dire qu'il n'existe aucun segment de droite qui soit contenu 
exactement un nombre entier de fois dans OM et dans UV : s'il en 
est ainsi, l'abscisse du point M n'est pas définie pour le moment. 

A chaque point M, tel que le segment OM soit commensurable 
à UV, correspond un nombre relatif, son abscisse : ce nombre serait o 
si le point M était en O. Inversement, à chaque nombre relatif a 
correspond un point A, dont l'abscisse est a : si la valeur absolue 

de a est ^* on obtient ce point A en divisant le segment unité UV 

en q parties égales et en portant bout à bout sur Taxe p de ces 
parties, à partir du point O, vers la droite ou vers la gauche, suivant 
que a est positif ou négatif; l'extrémité de la p'*'^'*' partie est le point A. 
Si a^ b sont deux nombres rationnels et A, B les points dont ils 
sont les abscisses, le point A sera à droite ou à gauche du point B 
suivant que l'on aura a > 6, ou a < b. Le nombre b — a est dans 
tous les cas l'équivalent algébrique du vecteur AB, e'esl-à-dire 
l'abscisse de B quand on prend A pour origine sur l'axe. Si A, B, C 
sont trois points d'abcisses rationnelles, on a 

ÂG = ÂB-4-BC, 

en désignant par AB, BC, AC les équivalents algébriques des vec- 
teurs AB, BC, AC. 



4. Supposons que le segment OM soit incommensurable à UV . Si a 
est un nombre rationnel quelconque, il sera Tabscisse d'un point A 
qui ne pourra coïncider avec M, qui sera donc à gauche de M, ou à 



(') J'emploierai, à l'occasion, les mois au delà uu en deçà avec la même signifi- 
cation que à droite ou à gauche. 
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droite : rangeons dans une première classe tous les nombres 
rationnels qui sont les abscisses de points situés à gauche de M, dans 
une seconde classe, tous les nombres rationnels qui sont les abscisses 
de points situés à droite de M; il est clair que chaque nombre 
rationnel a sa place dans Tune ou l'autre des deux classes, et que 
chaque nombre de la première classe est plus petit que chaque 
nombre de la seconde classe. 

Je désignerai sous le nom de coupure (des nombres rationnels) 
tout procédé qui permet de séparer tous les nombres rationnels en 
deux classes, telles que chaque nombre de la première soit inférieur 
à chaque nombre de la seconde. 

On verra tout à Fheure que, lorsque OM est incommensurable 
à UV, il n'y a pas dans la première classe de nombre qui soit plus 
grand que les autres nombres de cette classe, et qu'il n'y a pas dans 
la seconde classe de nombre qui soit plus petit que les autres 
nombres de cette classe. 

Lorsque OM est commensurable à UV, le point M a une abscisse 
rationnelle m; on peut bien ranger tous les nombres rationnels 
autres que m en deux classes, contenant, comme tout à l'heure, l'une 
tous les nombres rationnels qui sont les abscisses de points situés à 
gauche de M, c'est-à-dire les nombres rationnels plus petits que m, 
et l'autre tous les nombres rationnels qui sont les abscisses de points 
situés à droite de M, c'est-à-dire les nombres rationnels plus grands 
que m; mais le nombre rationnel m échappe lui-même à la classifica- 
tion : on n'a pas une coupure au sens qui vient d'être donné à ce 
mot; pour obtenir une telle coupure, il faut placer le nombre 
rationnel //î, soit dans la première classe, soit dans la seconde; tous 
les nombres rationnels sont alors séparés en deux classes, et chaque 
nombre de la première est plus petit que n'importe quel nombre de 
la seconde : dans le premier cas m est le plus grand des nombres de 
la première classe, dans le second, m est le plus petit des nombres 
de la seconde classe. 

o. Soit UV un segment commensurable à UV et a le nombre 
rationnel positif qui en mesure la longueur; si l'on se donne le 
nombre a, on peut construire le segment UV. On a vu plus haut 
que, si petit que soit un nombre rationnel e, il y a des nombres 
rationnels a plus petits que lui. De même, si l'on se donne un 
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segment de droite quelconque PQ, on peut trouver un segraent UV, 
commensurable à UV, qui soit plus petit que PQ; il suffira pour 

Fig. 2. 



X' A-2 A-, A, A2 A3 



U V V P Q 

cela de diviser UV en un nombre k de parties égales, assez grand 
pour que ces parties soient plus petites que PQ (•); Tune d'elles 

pourra être prise pour UV, sa mesure sera a = j- 

Ceci posé, imaginons qu'on ait marqué sur l'axe tous les points 
dont l'abscisse est de la forme /la, n élanl un nombre entier positif, 
nul, ou négatif : je désignerai en général par A,/, le point dont 
l'abscisse est /la; Aq n'est autre que le point O, les points A,, Aj, 
A3, ..., d'une part, A_,, A. 2, A_3, ..., de l'autre, s'obtiennent en 
portant bout à bout à partir du point O, vers la droite, ou vers la 
gauche, des segments égaux à UV; j'appellerai tous ces points les 
points A. Il y a des points A en deçà et au delà de n'importe quel 
point de l'axe (^). Un point quelconque de l'axe est compris entre 
deux points A consécutifs ou coïncide avec un point A. 

Considérons sur l'axe deux points quelconques R, S; on peut 
supposer le segment UV (commensurable à UV) plus petit que le 
segment RS; s'il en est ainsi, il y a forcément un point A entre R 
et S; l'abscisse de ce point étant rationnelle, on voit qu'il y a sur 
l'axe, entre deux points quelconques, aussi rapprochés qu'on veut, des 
points d'abscisse rationnelle ; il y a donc de tels points aussi près qu'on 
voudra d'un point de Taxe, soit en deçà, soit au delà. En particulier, 

en prenant le nombre a de la forme — > on voit qu'il y a, aussi près 

qu'on voudra de n'importe quel point de l'axe, des points dont 
l'abscisse est un nombre décimal, avec un nombre limité de chiflres; 
c'est d'ailleurs ce qui apparaîtra clairement au lecteur s'il veut bien se 



(') Que cela soit possible, c'est un postulat qui est contenu dans l'idée vague de 
ligne droite. 

(^) C'est encore là un postulat du même genre que celui qui a été signalé plus 
haut. 



NOMBRES IRRATIONNELS. 7 

représenter Taxe X'X comme une sorte de règle divisée en mètres, 
décimètres, centimètres, etc. Le mot mètre est pris ici avec le sens 
d'unité de longueur. 

Soit M un point quelconque de la droite; on vient de dire que 
ce point tombe entre deux points .\ consécutifs, ou sur un point A. 
Ce dernier cas ne peut pas se présenter quand OM est incommensu- 
rable à UV, et cela quels que soient le segment UV (commensurable 
à UV), ou le nombre rationnel a. 

Si le point M tombe entre deux points A consécutifs, je désignerai 
par A„ celui qui est en deçà de M, par \n^x celui qui est au delà; 
les abscisses de ces points, situés l'un et l'autre à une distance du 
point M inférieure à UV, seront /la et (/^ -h i )a; /la est, par défini- 
tion, la valeur approchée de l'abscisse du point M, à a près, par défaut ; 
(/i -h I ) a est la valeur approchée de l'abscisse du point M, à a près, par 
excès. Dans le cas exceptionnel où le point M tombe sur l'un des 
points A, sur le point A«, par exemple, dont l'abscisse est /la, on 
confond la valeur approchée de l'abscisse à a près, par défaut, avec 
la valeur exacte de cette abscisse ; la valeur approchée, à a près, par 
excès, est toujours [n -h i)a. Dans tous Tes cas la valeur approchée de 
Tabscisse du point M, à a près, par défaut, est le plus grand multiple 
de a qui soit Tabscisse d'un point de l'axe situé en deçà du point M, 
ou coïncidant avec le point M; la valeur approchée, à a près, par 
excès, est le plus petit multiple de a qui soit l'abscisse d'un point 
de Taxe, situé au delà du point M. 

Dans les expressions /la, (/i -f- i)a de ces valeurs approchées, n est 
un entier positif, nul ou négatif; les mots plus grand et plus petit 
([u'on a employés plus haut ont leur signification algébrique, en sorte 
que, si n est négatif, la valeur approchée par excès, (/i H- i)a, est plus 
petite, en valeur absolue, que la valeur approchée par défaut. 

Il convient encore de remarquer que les valeurs approchées, à a 
près, de l'abscisse du point M sont ainsi définies avant que cette 
abscisse ait elle-même été définie, lorsque OM est incommensurable 
à UV. Lorsque OM est commensurable à UV, les nombres /la, 
( /i -h i)a sont bien les valeurs approchées du nombre /«, abscisse du 
point M, au sens de l'Arithmétique, au moins lorsque m est positif; 
lorsque m est négatif, l'extension est toute naturelle. 

Plaçons-nous dans le cas où OM est incommensurable à UV, et 
reportons-nous à la séparation des nombres rationnels en deux classes, 
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qui a été décrite au n*' i; quel que soit le nombre rationnel positif a, 
ou le segment UV commensurable à UV, la valeur approchée par 
défaut, /la, sera Tabscisse d'un point A,, situé en deçà de M; la valeur 
approchée par excès, (n -\- ï)aL^ sera Tabscisse d'un point A,/^.| situé 
au delà de M ; na appartiendra à la première classe, ce sera le plus 
grand multiple de a contenu dans cette classe; (n -f- i)a appartiendra 
à la seconde classe, ce sera le plus petit multiple de a contenu dans 
cette classe; puisque a peut être pris aussi petit qu'on le veut, on 
voit qu'il y a dans la première classe d'une part, dans la seconde 
classe de l'autre, des nombres qui diffèrent entre eux aussi peu qu'on 
le veut. 

Il n'y a pas dans la première classe de nombre qui soit plus grand 
que tous les autres nombres de cette classe. Un nombre /* de cette 
classe est en effet l'abscisse d'un point R de l'axe situé en deçà du 
point M; entre R et M, il y a des points d'abscisse rationnelle : or 
l'abscisse d'un tel point est plus grande que r, et elle appartient à la 
première classe. De même, il n'y a pas, dans la seconde classe, de 
nombre qui soit plus petit que tous les autres nombres de cette 
classe. 

6. Les considérations qui précèdent sont purement théoriques : les 
opérations que l'on a décrites ne sont pas réalisables; on ne peut 
pas diviser effectivement un segment donné en un nombre de parties 
égales aussi grand qu'on le veut : au-dessous d'un certain degré de 
petitesse on ne pourra plus distinguer le segment UV; on ne pourra 
plus distinguer les points A„, A,,^.^ du point M ; les segments UV, 
OM ne peuvent pas être délimités exactement. C'est sur une droite 
idéale, sur une droite et des points géométriques, que l'on a raisonné, 
non sur des éléments réalisables. 

Il y a quelque chose d'un peu choquant à parler d'opérations irréa- 
lisables comme si l'on pouvait les effectuer, et il y a lieu de reprendre 
les considérations précédentes sur un problème purement arithmé- 
tique, où on les retrouvera dans tout ce qu'elles ont d'essentiel. La 
définition des nombres irrationnels se trouvera ainsi convenablement 
préparée. 

Dans le numéro qui suit, les nombres dont il sera question seront 
de ceux que l'on considère en Arithmétique; ils ne seront jamais 
négatifs; je me dispenserai de toujours dire nombres positifs; quand 
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il sera question d'une différence entre deux nombres, on devra en- 
tendre la différence entre le plus grand et le plus petit. 

7. J'emprunterai à TAiithmétique les propositions et notions que 
voici : 

11 y a des nombres rationnels qui ne sont le carré d'aucun nombre 
rationnel ; 

Etant donné un nombre quelconque, on sait trouver sa racine 
carrée à une unité près, par défaut, c'est-à-dire le plus grand nombre 
entier dont le carré soit inférieur ou égal au nombre donné ; 

La racine carrée d'un nombre A, à a près, par défaut, est un 
nombre de la forme /îa, où n est un nombre entier positif ou nul, 
qui vérifie les inégalités 

(/ia)»< A<[(n-|-i)a]«; 

ce nombre entier n est entièrement déterminé quand on se donne A 

A 

et a; c'est la racine carrée, à une unité près, par défaut, du nombre -j 

ou de sa partie entière; (/i -h i)a est la racine carrée à a près, par excès. 

Supposons, par exemple, qu'on prenne A = 2, le problème qui 
consiste à trouver un nombre rationnel dont le carré soit égal à 2 est 
insoluble. 

Le carré d'un nombre rationnel quelconque étant plus petit ou plus 
grand que 2, on peut ranger les nombres rationnels en deux classes 
dont la première contient tous les nombres dont le carré est moindre 
que 2, dont la seconde contient tous les nombres dont le carré est 
plus grand que 2; il est clair que tout nombre de la première classe 
est moindre que n'importe quel nombre de la seconde, puisque le 
carré du premier nombre est moindre que le carré du second. 

Soit a un nombre rationnel quelconque; les racines carrées de 2, 
à a près par défaut et par excès, sont les nombres /la, (/i -f- i)a, où n 
est un nombre entier positif ou nul tel que l'on ait 

(/ia)«<-2<|(n-4-i)a]«. 

[Il n'y a pas lieu, ici, d'écrire (/?a)=^^ 2, puisque l'égalité (/îa)*= 2 
est impossible.] ht. est le plus grand multiple de a qui figure dans la 
première classe, (/? 4- i)a le plus petit multiple de a qui ligure dans 
la seconde; puisque a peut être supposé aussi petit qu'on veut, il y a 
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des nombres appartenant à l'une et à l'autre classe et qui diffèrent 
entre eux aussi peu qu'on le veut. 

Les différences entre 2 et les nombres {n%Y et [(/^H- i)a]^ sont 
moindres que {n -[- i)-a- — /i-*a'-= (2/za-h a)a, moindres par consé- 
quent que (2A?a+i)a, si Ton suppose a<i et, a fortiori^ que 
(2a-|-i)a, si l'on désigne par a un nombre dont le carré est plus 
grand que 2 et qui, par suite, est plus grand que /la. Dans les rai- 
sonnements qui suivent on prendra pour a un nombre fixe quel- 
conque, qui satisfasse à la condition précédente. 

Pour que (2rtH-i)a soit inférieur à un nombre e, il suffit de 

prendre a<; ; pourvu qu'il en soit ainsi, la différence entre 2 

et (/la)-, ou (/i-h i)-a^, sera moindre que s; on peut donc trouver, 
tant dans la première classe que dans la seconde, des nombres dont 
le carré diffère de •* aussi peu qu'on le veut : si le problème qui con- 
siste à trouver un nombre dont le carré soit égal à 2 est insoluble^ il 
peut cependant être résolu avec l'approximation qu'on veut. 

II n'y a pas dans la première classe de nombre qui soit plus grand 
que tous les autres nombres de cette classe, car s'il y avait un tel 
nombre r, on aurait /-<; 2, puisque le nombre r appartient à la pre- 
mière classe; or, on pourrait trouver dans cette même classe un 
nombre /' tel que l'on eût 2 — /•'^< 2 — r^, puisqu'on peut trouver 
des nombres dont le carré approche de 2 plus que ne fait r- : cette 
inégalité implique />r. On démontrerait de même qu'il ne peut y 
avoir dans la seconde classe de nombre qui soit plus petit que tous 
les autres nombres de cette classe. 

Lorsque l'on se donne le nombre a, le nombre entier positif n qui 
vérifie la condition (nix.)' < 2 < [{n 4- i)a]- est parfaitement déter- 
miné, ainsi que les nombres noL, (/i-|-i)a, les racines carrées de 2, 
par défaut et par excès à a près; quand a change, tous ces nombres Ai, 
/la, («-f-i)a changent : les quantités 2 — n'-oL', {n-]-i)oL'^ — 2 
moindres que (2a -h 1) a, si a est moindre que i, restent aussi petites 
qu'on le veut, pourvu qu'on prenne a suffisamment petit; c'est ce 
qu'on exprime en disant que 2 est la limite des quantités (/laj-, 
(/i H- i)^a2 quand a tend vers o. 

•8. Définition des nombres irrationnels. — J'arrive maintenant à la 
définition des nombres irrationnels. Supposons (ju'on donne une 
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règle qui permette de décomposer tous les nombres rationnels en 
deux classes, telles que les nombres de la première classe soient plus 
petits que n'importe quel nombre de la seconde classe; on aura réa- 
lisé ce qui a été appelé plus haut une coupure. Il est à peine utile de 
formuler les trois observations suivantes, tant elles sont évidentes : si 
un nombre rationnel a appartient à la première classe, il en sera de 
même de tout nombre rationnel b plus petit que a; car si b n'appar- 
tenait pas à la première classe il appartiendrait à la seconde et, par 
conséquent, a devrait être plus petit que lui. Si un nombre ration- 
nel a' appartient à la classe supérieure, il en est de même de tout 
nombre rationnel b' plus grand que a. Tout nombre de la seconde 
classe est plus grand que n'importe quel nombre de la première. 
Divers cas peuvent maintenant se présenter. 

I. Il peut se faire qu'il x{y ait pas, dans la première classe, de 
nombre plus grand que tous les autres nombres de cette classe et 
qu'il n'y ait pas dans la seccmde classe de nombre plus petit que tous 
les autres nombres de celle classe; c'est ce qui arrive quand on range 
dans la première classe les nombres rationnels négatifs, le nombre o, 
tous les nombres rationnels positifs dont le carré est moindre que 2 ; 
dans la seconde classe tous les nombres rationnels positifs dont le 
carré est plus grand que 2. 

II. Il peut se faire qu'il j ait dans la première classe un nombre 
plus grand que tous les autres nombres de cette classe et qu'il n'y ait 
pas dans la seconde classe de nombre plus petit que tous les autres 
nombres de celle classe. C'est ce qui arrivera si l'on range dans la 
première classe le nombre 3 et tous les nombres rationnels plus 
petits que 3, dans la seconde classe tous les nombres rationnels plus 
grands que 3. 

Soit \ un nombre quelconque de celte seconde classe : entre A et) 
il y a des nombres rationnels, qui appartiennent à la seconde class(î 
puisqu'ils sont plus grands que 3 ; il y a donc, dans la seconde classe, 
des nombres plus petits que A : il ne peut pas y avoir, dans la seconde 
classe, de nombre qui soit plus petit que tous les autres nombres de 
celle classe. 

m. Il peut se faire qu'il n'y ail pas dans la première classe de 
nombre plus grand que les autres nombres de cette classe, mais qu'il 
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y ail dans la seconde classe un nombre plus petit que tous les autres 
nombres de cette classe. C'est ce qui arriverait si Ton rangeait dans la 
première classe tous les nombres rationnels plus petits que 3, dans la 
seconde le nombre 3 et tous les nombres rationnels plus grands que 
lui. Le même raisonnement que tout à l'heure montrerait alors qu'il 
ne peut y avoir dans la première classe de nombre qui soit plus grand 
que tous les autres nombres de cette classe. 

IV. Il ne peut pas se faire qu'il y ait à la fois dans la première 
classe un nombre A plus grand que tous les autres nombres de cette 
classe, et dans la seconde classe un nombre B plus petit que tous les 
autres nombres de cette classe. S'il en était ainsi, en effet, le 
nombre B, de la seconde classe, serait plus grand que le nombre A, 
de la première classe. Entre les nombres rationnels A et B il y aurait 
des nombres rationnels qui ne pourraient appartenir ni à la première 
classe, puisqu'ils dépassent le plus grand A des nombres de cette 
classe, ni à la seconde classe, puisqu'ils sont moindres que le plus 
petit B des nombres de cette classe. Tous les nombres rationnels 
n'auraient donc pas été rangés dans les deux classes. 

9. Il convient de dire que, dans le cas II, la coupure définit précisé- 
ment le nombre rationnel qui est le plus grand des nombres de la 
première classe; que, dans le cas III, la coupure définit précisément le 
nombre rationnel qui est le plus petit des nombres de la seconde 
classe; que, dans le cas I, la coupure définit un nombre irrationnel 
qui, par définition, est regardé comme plus grand que tous les 
nombres de la première classe, el comme plus petit que tous les 
nombres de la seconde classe, comme compris entre un nombre 
quelconque de la première classe et un nombre quelconque de la 
seconde classe. 

Ainsi la séparation de tous les nombres rationnels en deux classes, 
dont la première comprend les nombres négatifs, le nombre o, les 
nombres positifs qui ont un carré moindre que 2, et dont la seconde 
contient tous les nombres positifs dont le carré est plus grand que 2, 
définit un nombre irrationnel, que l'on appelle la racine carrée de a, 
et que l'on représente par le symbole \/2. 

Bien entendu, il n'est pas actuellement permis de dire que le carré 
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de ce nombre soit égal à 2 : on n'a pas encore dit ce qu'était le carré 
d'un nombre irrationnel. 

De même, si l'on considère sur l'axe X'X un point M tel que le 
sefrment OM soit incommensurable à L V, ce point permet de définir 
une coupure appartenant au type I et, par conséquent, un nombre 
irrationnel : ce nombre est l'abscisse du point M. 

Il ne sera pas inutile de remarquer qu'un point quelconque M sur 
Taxe \'X partage cet axe en deux demi-droites (D), (D') qui s'étendent 
indéfiniment, l'une vers la droite, l'autre vers la gauche : si l'on 
veut considérer ces deux demi-droites comme entièrement distinctes, 
comme n'ayant aucun point commun, il faut regarder le point M lui- 
même comme appartenant à l'une des demi-droites et n'appartenant 
pas à Taulre, ou bien comme n'appartenant ni à l'une ni à l'autre. 
Dans le premier cas, chaque point de l'axe X'X appartient à l'une 
des demi-droites, et seulement à une. Dans le second cas, chaque 
point de l'axe, sauf le point M, appartient à l'une des demi-droites 
et seulement à une. 

10. En adoptant la façon de parler que l'on a expliquée plus haut, 
on voit qu'à chaque point M de l'axe X'X correspond un nombre 
rationnel ou irrationnel. A un nombre rationnel donné correspond 
de même un point que l'on sait construire. Y a-t-il aussi un point qui 
corresponde à un nombre irrationnel donné, c'est-à-dire à une cou- 
pure du type 1? 

La réponse affirmative à cette question est, au fond, un postulat 
qu'il n'y a pas lieu de démontrer, mais que l'on peut illustrer par une 
image, un peu grossière, qui suffira, sans doute, à convaincre le lec- 
teur que ce postulat est conforme à l'intuition vague que nous avons 
de la ligne droite. Dans cette image, on parlera de points bleus, 
blancs, rouges. Il est à peine utile d'insister sur ce qu'il y a de vicieux 
dans cette façon de parler : un point géométrique, sans dimensions, 
ne peut élre coloré. 

Quoi qu'il en soit, supposons qu'on ait défini une coupure quel- 
conque, qui permette de séparer tous les nombres rationnels en deux 
classes, chaque nombre de la première étant plus petit que n'importe 
quel nombre de la seconde. Cette coupure peut d'ailleurs appartenir 
à l'un ou l'autre des types I, II, III. 

J'imagine qu'on marque en bleu chaque point de l'axe X'X dont 
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l'abscisse est un nombre (rationnel) de la première classe, et qu'on 
colore en bleu toute la partie de l'axe qui est en deçà d'un tel point, 
puis qu'on marque en rouge chaque point de l'axe dont l'abscisse est 
un nombre (rationnel) de la seconde classe, et qu'on colore en rouge 
toute la partie de l'axe qui est au delà d'un tel point; enfin, que l'on 
appelle /?o/>i^ blanc, tout point (s'il y en a) qui n'a été coloré ni en 
bleu ni en rouge. 

Tout point d'abscisse rationnelle est rouge ou bleu. 

Chaque point bleu est en deçà de n'importe quel point rouge; la 
partie bleue et la partie rouge n'empiètent pas l'une sur Tautre. 
Entre ces deux parties de la droite il n'y a pas d'intervalle blanc, 
il ne peut même pas y avoir deux points blancs, car entre ces deux 
points, s'ils existaient, devraient se trouver des points d'abscisses 
rationnelles, rouges ou bleus ; s'il y avait, par exemple, un point bleu, 
celui des deux points blancs qui est en deçà de ce point bleu aurait dû 
être coloré en bleu :il ne peut donc y avoir sur l'axe qu'un seul point 
blanc. 

Quoi qu'il en soit, la façon même dont la droite est séparée en 
une partie bleue et une partie rouge définit un point, soit qu'on 
regarde ce point comme étant bleu et limitant à droite la partie bleue 
(coupure du type II), soit qu'on le regarde comme étant rouge et 
limitant à gauche la partie rouge (coupure du type III), soit qu'oQ le 
regarde enfin comme étant blanc et séparant la partie bleue de la 
partie rouge (coupure du type I). Dans ce dernier cas, le seul qui 
nous intéresse pour la réponse à la question posée, le postulat que 
j'ai prétendu illustrer par cette image revient à affirmer l'existence de 
ce point blanc. Dans ce cas, au delà de chaque point bleu, il y a 
encore des points bleus; en deçà de chaque point rouge, il y a des 
points rouges. 

11. J'ai supposé jusqu'ici que les coupures que l'on considérait, 
permettaient de séparer tous les nombres rationnels en deux classes : 
il est manifeste que, si l'on définit un moyen de partager tous les 
nombres rationnels compris entre les deux nombres rationnels a et h 
(a <C b) en deux classes telles que chaque nombre de la première 
classe soit plus petit que n'importe quel nombre de la seconde classe, 
il suffira d'adjoindre à la première classe le nombre a et les nombres 
rationnels plus petits que lui, d'adjoindre à la seconde classe le 
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nombre b et les nombres rationnels plus grands que b pour compléter 
les deux classes du n" 8, et définir ainsi un nombre rationnel ou irra- 
tionnel. 

12. Il sera avantageux, pour l'uniformité du langage, de réunir en 
un même lype les coupures des types 11 et III et de ne plus considérer 
que deux modes de décomposition des nombres rationnels : Fun en 
deux classes, l'autre en trois classes. 

Si Ton a affaire à une coupure du tjpe II ou du type III, on sépare 
les nombres rationnels en trois classes, dont Tune ne contient 
qu'un seul nombre, à savoir le nombre rationnel que définit la cou- 
pure, le plus grand de la première classe (type II), ou le plus petit de 
la seconde classe (type III) : ce nombre rationnel est alors supprimé 
soit de la première classe, qui ne contient plus que des nombres 
rationnels plus petits que lui, soit de la seconde classe, qui ne contient 
plus que des nombres plus grands que lui. 

Je donnerai respectivement le nom de classe inférieure et de 
classe supérieure, à la première et à la seconde classe ainsi modifiées, 
et j'emploierai les mêmes mots pour désigner la première et la seconde 
classe d'une coupure du type I; la classe inférieure, telle qu'elle 
vient d'être définie, ne contient jamais de nombre plus grand que tous 
les autres nombres de cette classe, la classe supérieure ne contient 
jamais de nombre plus petit que tous les autres nombres de cette 
classe. Si l'on a affaire à une coupure du type I, les nombres rationnels 
sont ainsi séparés en deux classes ; c'est cette séparation qui définit un 
nombre irrationnel. Si l'on a affaire à une coupure du type II, ou 
du lype III, les nombres rationnels sont séparés en trois classes : la 
classe inférieure, la classe supérieure, et la classe intermédiaire com- 
posée d'un seul nombre, le nombre rationnel que définit la coupure. 

On peut modifier légèrement l'image du n" 10 de manière qu'elle 
corresponde à ce nouveau point de vue; s'il s'agit d'une séparation en 
trois classes, on imaginera que le point d'abscisse rationnelle que définit 
celte séparation soit blanc, que tout point dont l'abscisse appartient 
à la classe inférieure soit bleu ainsi que tous les points situés à sa 
gauche, que tout point dont l'abscisse appartient à la classe supérieure 
soit rouge ainsi que tous les points situés à sa droite. 

Qu'il s'agisse d'un nombre rationnel ou d'un nombre irrationnel, ce 
nombre est l'abscisse d'un point blanc, à gauche et à droite duquel 
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s'étendent une demi-droite bleue et une demi-droite rouge; le point 
blanc limite, en quelque sorte, ces deux demi-droites colorées, 
auxquelles il n'appartient pas. L'image est la même dans les deux cas. 
L'analogie entre les deux sortes de nombres ressort mieux, mais elle 
ne doit pas faire oublier leur différence essentielle : un nombre ra- 
tionnel est un nombre entier, ou une fraction à termes entiers, 
qui n'est autre chose qu'un système de deux nombres entiers; il 
s'exprime ainsi au moyen d'un nombre limité de chiffres. Un nombre 
irrationnel n'est pas susceptible d'une pareille représentation, ce n'est 
qu'une coupure, une règle pour séparer les nombres rationnels en 
deux classes; ce n'est pas un ou deux nombres entiers, c'est une in- 
finité de nombres entiers ou fractionnaires, une infinité de chiffres 
qu'il faut pour le définir. Afin de pouvoir raisonner à la fois sur les 
nombres rationnels et irrationnels, ou, comme on dit, sur les nombres 
réelsy on a introduit plus haut les classes inférieure et supérieure re- 
latives à un nombre rationnel; mais cette introduction n'ajoute rien 
à l'idée d'un tel nombre et lui est, en quelque sorte, postérieure. Au 
contraire, il n'y a rien de plus, dans l'idée d'un nombre irrationnel, 
que ces deux classes inférieure et supérieure : c'est elles qui le consti- 
tuent. On ne peut représenter un tel nombre que par un symbole, une 
lettre par exemple, ou une façon d'écrire, comme y/2, qui, lorsqu'on 
va au fond des choses, doit toujours rappeler cette décomposition en 
classes à laquelle les pages précédentes ont été consacrées. Quand on 
a dénommé ainsi un nombre irrationnel, en parlant des classes infé- 
rieure ou supérieure relatives à ce nombre, on entendra parler des 
classes qui le définissent. 

En disant qu'il est plus grand que le nombre rationnel a, et plus 
petit que le nombre rationnel 6, ou encore qu'il est compris entre a 
et 6, que la coupure qui le définit tombe entre <i et 6, au delà de a, 
en deçà de 6, on entend simplement que a appartient à la classe 
inférieure, que 6 appartient à la classe supérieure. Au reste ces façons 
de parler peuvent évidemment s'employer pour un nombre rationnel 
aussi bien que pour un nombre irrationnel. 

13. Je dois m'arrèter un peu sur la représentation décimale d'un 
nombre irrationnel; le lecteur suivra sans peine les explications rela- 
tives à ce sujet, s'il veut bien se représenter Taxe X'X comme une 
sorte de règle divisée, indéfinie dans les deux sens, se reporter à la 
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façon dont on mesure eflectivemenl une longueur el imaginer qu'on 
puisse poursuivre indéfiniment des opérations qui, dans la pratique, 
sont forcément limitées. Pour nous conformer à des habitudes de 
langage qui lui sont familières, appelons niètreV unilé de longueur : sur 
Taxe X'X, on a marqué o à l'origine, puis i , 2, 3, ... à droite, — i , 
— 2, — .5, ... à gauche, afin de distinguer les points qui sont à une 
distance de l'origine égale à un, deux, trois, . . ., mètres. L'axe est ainsi 
divisé en une infinité d'intervalles égaux chacun à un mètre ; chacun de 
ces intervalles est ensuite divisé en dix décimètres, chaque décimètre 
en dix centimètres, chaque centimètre en dix millimètres, — Si l'on 
considère un point quelconque A de l'axe, on pourra lire facilement 
sur la règle divisée les valeurs approchées par défaut ou par excès de 
de son abscisse à un mètre, un décimètre, un centimère, un millimètre 
près. Il est d'ailleurs clair qu'au lieu de diviser l'axe de celte façon, 
on peut le diviser et le subdiviser autrement; je supposerai toutefois 
que les subdivisions d'un certain ordre soient toujours égales entre 
elles. 

Soit A un nombre irrationnel donné : il faut, comme on l'a déjà 
dil, entendre par là qu'on se donne un moyen pour pratiquer une 
coupure dans l'ensemble des nombres rationnels, pour reconnaître si 
tel nombre rationnel que l'on veut appartient à la classe inférieure 
ou à la classe supérieure. Considérons la progression arithmétique 
indéfinie dans les deux sens dont le nombre rationnel positif a est la 
raison et dont o est un terme. La coupure qui définit A tombe for- 
cément entre deux termes consécutifs /la, (/? -f- i)a de cette progres- 
sion; le premier de ces nombres est le plus grand multiple de a qui 
appartienne à la classe inférieure relative à A, c'est par définition la 
valeur approchée de A à a près, par défaut ; le second (n -h i)a est le 
plus petit multiple de a qui appartienne à la classe supérieure, c'est la 
valeur approchée de A à a près, par excès. 

Entre deux termes consécutifs quelconcjues de cette progression, 
insérons k — 1 moyens, de manière à former une nouvelle progression 

arithmétique indéfinie dans les deux sens dont la raison soit ^ = -r> 

et qui englobe la progression arithmétique de raison a; la coupure 
qui définit A tombera entre deux termes consécutifs de cette nouvelle 
progression ; le plus grand de ces deux termes doit appartenir à la 
classe supérieure; il est, par conséquent, plus grand que na; le plus 
T. 2 
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petit doit appartenir à la classe inférieure; il est donc moindre que 
{n-{- i)a; autrement dit, il n'y a pas lieu de considérer les termes de 

la progressioni n dé fi nie, de raison ^= j, qui précèdent noL ou qui 

suivent (/i -h i)a, mais seulement la progression limitée 

nkfi, (/iA--i-i)P, ..., (nA:H-X:)3, 

que Ton obtient en insérant k — i moyens entre /ia = /îA'^ et 
(/î -h i)a = (/i Ar -h Ar) [â. La coupure qui définit A tombe nécessaire- 
ment entre deux termes consécutifs de cette progression limitée : si 
Ton désigne ces deux termes par (nk -\- r)'^ et {nk -\- r -\- i)p^ le 
premier est au moins égal à /la, le second est au plus égal k{n-{- i)x; 
ces termes sont les valeurs approchées de A, à ^ près, par défaut et 
par excès. 

Remarquons en passant que, si Ton désigne par /?|â la valeur 
approchée de A à ^ près par défaut, on a 

yp = /iX- -h r, o g r < A:, 

en sorte que n est le quotient entier de la division de p par k et /• le 
reste (* ). 

Il est clair qu'on peut continuer ainsi, insérer / — i moyens arith- 
métiques entre p^ et (/?-f-i)j3, et former une progression arithmé- 
tique dont la raison soit y ^ y, 

14. Arrêtons-nous sur le cas où Ton prend 
a = i, A==/ = ... = io; 

il correspond à cette sorte de règle divisée, dont on a parlé au début 
du précédent numéro. 

Le plus grand nombre entier n qui appartienne à la classe infé- 
rieure est la valeur approchée de A à une unité près, par défaut (ou 
la partie entière de A); elle peut être positive, nulle ou négative; 
dans ce dernier cas, au lieu de placer le signe — en avant, il est 



(>) Lorsque p est négatif et n'est pas divisible par A', n s'obtient en prenant le 
quotient entier de la liivision par k de la valeur absolue de />, en augmentant d'une 
unité ce quotient entier et en aiïectanl le résultat du signe — . 
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commode de placer le signe — au-dessus du dernier chiffre ; c'est une 
notation à laquelle le lecteur est sans doute habitué par l'usage des 
tables de logarithmes. La valeur approchée à un dixième près, par 
défaut, s'obtiendra en ajoutant à cette partie entière un certain 
nombre entier de dixièmes, g au plus ; on l'écrira en plaçant une vir- 
gule à la suite de la partie entière et en faisant suivre cette virgule 
d'un chiffre représentant le nombre de dixièmes que l'on doit ajouter 
à la partie entière ; le chiffre des dixièmes peut d'ailleurs être un zéro ; 
la valeur approchée à un centième près, par défaut, s'obtiendra en 
ajoutant à la valeur approchée à un dixième près un certain nombre 
de centièmes ; on l'écrira en plaçant, à la suite de la valeur approchée 
à un dixième près, un chiffre représentant les centièmes, etc. On 
obtiendra ainsi une suite indéfinie de nombres décimaux 

Mo, wi, wji ..., 

dont chacun se déduit du précédent par l'adjonction d'un chiffre de 
plus, dont chacun est ainsi égal ou supérieur à celui qui le précède; 

c'est la suite des valeurs approchées de A, par défaut, à i , ~» — ^ • ... 

près. L'égalité entre deux termes consécutifs a lieu quand le dernier 
chiffre du second terme est un zéro. La suite des valeurs approchées 

de A par excès à i, — * — > . . . près se déduit de la précédente en 

ajoutant respectivement à ses termes i, — > — » . . . ou, comme l'on 

dit, en forçant le dernier chiffre de chacun des termes, écrits sous la 
forme décimale. En vertu des explications données dans le numéro 
précédent, pour le cas général, on voit que chaque terme de la nou- 
velle suite est supérieur à n'importe quel terme de la première et que 
chaque terme de la nouvelle suite est supérieur ou égal à ceux qui 
viennent après lui ; l'égalité entre deux termes consécutifs de la 
nouvelle suite a lieu quand, des deux termes correspondants de la 
suite des valeurs approchées par défaut, le second se termine par 
un 9. Les termes de la première suite appartiennent tous à la classe 
inférieure relative à A, les termes de la seconde appartiennent tous à 
la classe supérieure. 

Au lieu d'écrire successivement les termes f/o, «<, u^t ... de la 
suite des valeurs approchées par défaut à i, à o,i, à 0,0 1, . . . près, 
on se borne habituellement à écrire l'un de ces termes 11,11 en pre- 
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nant n suffisamment grand et en faisant suivre de points suspensifs 
le /2'^''"« chiffre décimal. Ainsi, pour le nombre iz que Ton définit en 
Géométrie, on écrira, en prenant /i = lo, 

3, 1 415926535 

Cetle notation, avec ses points suspensifs, est faite pour éveiller 
l'idée d'un symbole qui commencerait par les chiffres que l'on a 
écrits et qui se poursuivrait indéfiniment, de façon qu'en l'arrêtant à 
un chiffre décimal quelconque on obtint la valeur approchée du 
nombre considéré A, par défaut, à une unité près de l'ordre de ce 
chiffre; en forçant ce chiffre, on obtiendrait la valeur approchée, par 
excès, à une unité près du même ordre. Un tel symbole, avec son in- 
finité de chiffres décimaux, est ce qu'on appelle la représentation 
décifnaie du nombre A ; lorsqu'on se donne la coupure qui définit 
ce nombre A, chaque cliiffre de la représentation décimale peut être 
calculé quand on connaît son rang. 

Il convient de remarquer qu'en allant assez loin dans la suite M|, 

«2, ...,««,... des valeurs approchées de A à —» — -» • -, — ,-•• 

près, par défaut, on finit par dépasser tel nombre a de la classe infé- 
rieure qu'on voudra ; car on peut trouver un nombre b de cette même 
classe qui soit plus grand que a, puis, entre a et é, un nombre déci- 
mal 0; si le nombre 0, plus grand que «, comporte n chiflVes déci- 
maux, il sera inférieur ou égal à u^ qui sera par conséquent plus grand 
que a, ainsi que Unj^\^ W//+2î • . . ; en particulier, il y a dans la suite £/|, 
«2, . . ., a,i, ... un terme plus grand que n'importe quel terme Up de 
cette suite qu'on voudra; il est donc impossible que, dans la représen- 
tation décimale de A, tous les chiffres qui suivent le/?'**'"^ soient des 
zéros, car, si tous ces chiffres étaient des zéros, on aurait 

Up = Up^\ = Mp-»-2 = . . . . 

On voit de la même façon que, en allant assez loin dans la suite des 
valeurs approchées par excès, on finit par descendre au-dessous de 
tel nombre de la classe supérieure qu'on voudra ; que, en particulier, 
il y a forcément, dans cette suite, des termes qui sont plus petits que 
tel terme que l'on voudra ; que, ainsi, il est impossible que tous les 
termes de celte suite, à partir de l'un d'entre eux, soient égaux; que, 
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eafin, il est impossible que, dans la représentation décimale de A, 
tous les chiffres à partir de Tun d'entre eux soient des 9. 

J'ai supposé, dans ce qui précède, que A était irrationnel; les rai- 
sonnements s'appliquent lorsque A est rationnel; si ce n'est que, en 
procédant comme on l'a expliqué, il peut arriver, sous des conditions 
que le lecteur connaît, qu'on tombe sur une valeur approchée par 
défaut qui soit égale à A; les suivantes se déduisent de celles-là en la 
faisant suivre de zéros; elle est la représentation décimale de A. 
Lorsque A ne peut pas être exactement converti en fraction décimale, 
sa représentation décimale est périodique, ainsi qu'on l'enseigne en 
Arithmétique. Il ne peut jamais arriver que tous les chiffres de cette 
représentation décimale, à partir de l'un d'eux, soient des 9. 

lo. Inversement, imaginons qu'on se donne un symbole tel que 
ceux qu'on vient de décrire, formé d'une partie entière, qui peut 
d'ailleurs être positive, nulle ou négative, suivie d'une infinité de 
chiffres décimaux : dire qu'on se donne un pareil symbole, c'est dire 
qu'on se donne le moyen d'en trouver le /e'*™* chiffre, quel que 
soit n. 

Tel serait par exemple le symbole 

G, r2'i456789ioii 12. . ., 

OÙ la partie décimale est obtenue en écrivant, sans séparation, la suite 
naturelle des nombres. 

En excluant, conformément à ce qui a été dit dans le précédent 
numéro, le cas 011 tous les chiffres à partir de l'un d'eux seraient tous 
des zéros ou tous des 9, je vais indiquer comment un tel symbole 
permet de définir une séparation des nombres rationnels en classes, 
séparation qui définit elle-même un nombre rationnel ou irration- 
nel A, dont le symbole donné est la représentation décimale. 

Après le /î **"*'' chiffre décimal donné, il peut y avoir quelques zéros, 
mais on finira par rencontrer un autre chiffre ; le nombre décimal que 
Ton obtient en limitant le symbole après ce chiffre est alors plus grand 
que le nombre décimal obtenu en le limitant au /j»^'"*^ chiffre ; ainsi 
chaque nombre décimal déduit du symbole, en le limitant quelque 
part, est certainement surpassé par un nombre décimal obtenu en le 
limitant plus loin. De même, après le /?*'"*' chiffre, il peut bien y avoir 
quelques 9, mais en continuant assez loin on rencontre un autre 
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chiffre; en forçant ce chiffre et en s'arrêtant là, on obtient un nombre 
décimal plus petit que le nombre décimal obtenu en forçant le /î'*"® 
chiffre et en s'arrêtant là. 

Ces remarques faites, j'arrive à la séparation des nombres ration- 
nels en classes, que l'on déduit du symbole donné. 

On rangera dans la première classe tous les nombres rationnels 
inférieurs ou égaux à l'un des nombres décimaux obtenus en limitant 
quelque part le symbole donné et dans la seconde classe tous les 
nombres rationnels supérieurs ou égaux à l'un des nombres décimaux 
obtenus en limitant le symbole quelque part et en forçant le dernier 
chiffre. 

On voit de suite que chaque nombre de la première classe est infé- 
rieur à n'importe quel nombre de la seconde classe, et qu'il y a des 
nombres appartenant, l'un à la seconde classe, l'autre à la première, 
qui diffèrent aussi peu qu'on veut. 

D'autre part, il n'y a pas, dans la première classe, de nombre qui 
soit plus grand que tous les autres nombres de cette classe, car un 
nombre quelconque a de celte classe est inférieur ou égal à quelqu'un 
des nombres décimaux obtenus en limitant le symbole quelque part; 
en limitant le symbole plus loin, on trouve un nombre plus grand et, 
par conséquent, plus grand que a. De même il n'y a pas, dans la se- 
conde classe, de nombre qui soit plus petit que tous les autres nom- 
bres de cette classe. 

On serait sûr d'avoir défini une coupure et, par conséquent, un 
nombre A s'il était certain que la classification précédente n'a laissé 
échapper aucun nombre rationnel. 

Or, si un nombre rationnel échappe à cette classification, c'est qu'il 
est, d'une part, plus grand que tous les nombres qui figurent dans la 
première classe, d'autre part, plus petit que tous ceux qui figurent 
dans la seconde : il est alors seul de son espèce, car, s'il y avait deux 
tels nombres a, fi(a<; p), la diffé'^ence entre un nombre de la se- 
conde classe et un nombre de la première serait toujours supérieure 
à ^ — a. 

Si un nombre rationnel échappe à la classification, on a affaire à une 
séparation de tous les nombres rationnels en trois classes, telle qu'elle 
a été décrite au n'* 14; le nombre rationnel unique qui échappe à la 
classification constitue précisément la classe intermédiaire : c'est lui qui 
est défini par la séparation précédente. Désignons-le par A. Puisque A 
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esl compris entre le nombre décimal obtenu en limitant le symbole 
donné au /i'*"* chiffre décimal, et le même nombre dont on a forcé le 
dernier chiffre, ces deux nombres décimaux sont les valeurs appro- 
chées de \, par défaut et par excès, à — - près ; le symbole donné est 

donc la représentation décimale du nombre rationnel A; le symbole 
donné ne peut être que la fraction décimale périodique dont A est la 
fraction génératrice. 

Si aucun nombre rationnel n'échappe à la classification, on a bien 
affaire à une coupure proprement dite. Cette coupure définit un 
nombre irrationnel A, puisqu'elle appartient au type I et, dans ce 
cas encore, on voit de suite que le symbole donné est la représenta- 
tion décimale de A. 

Le mode de raisonnement qu'on vient d'employer se rencontre 
assez fréquemment; en y réfléchissant un peu, le lecteur apercevra 
ce qu'il comporte d'essentiel, à savoir, les deux ensembles de nombres 
formés, dans ce cas particulier, l'un par les nombres décimaux 
déduits du symbole proposé en le limitant quelque part, l'autre 
par ces mêmes nombres dont on a forcé le dernier chiffre; tout 
nombre du premier ensemble est plus petit que chaque nombre du 
second; il y a des nombres pris respectivement dans les deux en- 
sembles qui diffèrent aussi peu qu'on le veut : la coupure est formée 
en considérant d'une part les nombres rationnels inférieurs ou égaux 
aux éléments du premier ensemble, d'autre part les nombres ration- 
Hels supérieurs ou égaux aux éléments du second ensemble. On 
touche ici à une théorie très importante, celle des ensembles infinis, 
dans laquelle Je ne pénétrerai pas davantage. 

11 est à peine utile de parler des deux cas exclus au commencement 
du numéro. Si, dans le symbole donné, à partir d'un certain chiffre 
décimal, tous les chiflres sont des zéros, on ne tiendra aucun compte 
de ces zéros; on obtient ainsi un nombre décimal limité; c'est ce 
nombre que définit le symbole donné et dont ce symbole est la repré- 
sentation décimale. Si tous les chiffres, à partir d'un certain rang, 
étaient des 9, comme dans le symbole 0,36999..., on reconnaît de 
suite que les termes de la suite indéfinie 

0,369; 0,3699; 0,36999; ••• 
s'approchent autant qu'on veut, pourvu qu'on aille assez loin dans 
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cette suite, du nombre o, .'^7, obtenu en forçant le dernier des chiflTres 
décimaux du symbole qui n'est pas un 9: c'est ce qu'on exprime en 
disant que cette suite a le nombre o, 3- pour limite : on pourrait bien 
dire qu'elle définit ce nombre; mais alors il ne serait plus eiact de 
dire que le symbole, en le limitant au /?'•''"• chiffre décimal, fournit la 
valeur approchée, |)ar défaut, du nombre o,3- qu'il définit : le sym- 
bole donné ne serait plus la représentation décimale du nombre qu'il 
définit. Aussi convient-il d'exclure complètement les symboles de 
cette sorte. 

16. Égalité, inégalité des nombres irrationnels. — Ni l'égalité ou 
l'inégalité de deux nombres irrationnels, ni leur somme, leur diffé- 
rence, etc., n'ont encore été définies. Dans une exposition purement 
logique, toutes ces notions doi\ent être reprises Tune après l'autre, 
en s'appuyant uniquement sur cette notion de coupure qui sert à dé- 
finir un nombre irrationnel ('); je ne toucherai que quelques points 
de cette théorie, de manière à faire comprendre comment elle peut se 
développer, et je ne craindrai pas d'avoir recours, au besoin, à l'in- 
tuition géométrique qui résulte de la représentation, sur l'axe X'X, 
des nombres rationnels ou non. 

Je me placerai, dans ce qui suit, au point de vue du n*^ 12, où la 
définition d'un nombre A est obtenue par la séparation de tous les 
nombres rationnels en deux classes, s'il s'agit d'un nombre irration- 
nel, en trois classes, s'il s'agit d'un nombre rationnel. Je pourrai ainsi 
raisonner à la fois sur les nombres rationnels et les nombres irra- 
tionnels. 

Deux nombres A, B sont dits égaux quand leur définition est la 
même, quand les deux ou trois classes qui définissent l'un sont com- 
posées respectivement des mêmes nombres rationnels que les deux ou 
trois classes qui définissent l'autre. Us sont le même nombre, ce que 
l'on marque en écrivant A= B. Ils sont représentés, sur l'axe X'X, 
par le même point, dont l'un ou l'autre est l'abscisse. Inversement, 
on a vu qu'à un point de cet axe ne correspond qu'un seul nombre, 



( ' ) C'est dans ce sens qu'elle esl développée dans le premier Chapitre de mon In- 
traduction à la Théorie des fonctions, >• édition, l. I, A. Herniann, 1904 J'aurai 
plusieurs fois à renvoyer le lecteur à cet Ouvrage, où les démonstrations sont pré- 
sentées à un autre point de vue que «lans les présentes Leçons. Ces renvois seront 
faits sou> la rubrique ; Jntr. 
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son ahscisse. Lorsque deux, nombres sont égaux ils ont même repré- 
sentation décimale : réciproquement, quand les représentations déci- 
males de deux nombres sont les mêmes, ces deux nombres sont 
égaux. 

Lorsque la définition des nombres A et B n'est pas la même, c'est 
que les classes qui définissent l'un des nombres ne sont pas les mêmes 
que celles qui définissent Tautre, que les points de l'axe X'X dont 
ces nombres sont les abscisses respectives ne sont pas les mêmes. 

J'introduis ici la convention commode d'employer le même sym- 
bole, numérique ou littéral, pour désigner à la fois un nombre et le 
point de l'axe X'X dont ce nombre est l'abscisse. En mettant le 
mol nombre ou le mot point devant ce symbole, on évite toute con- 
fusion. 

Si les deux nombres A, B ne sont pas égaux, c'est que les deux, 
points A, B ne coïncident pas; l'un de ces points, B par ex.emple, est 
au delà de l'autre A; on dit alors que le nombre B est plus grand 

Fi«. 3. 



que le nombre A, que le nombre A est plus petit que le nombre B, 
et Ton écrit B ]> A ou A <; B; il y a entre les points A, B des points 
d'abscisse rationnelle; si a est un tel point, on voit que le nombre 
rationnel a appartient à la classe supérieure relative à A, à la classe 
inférieure relative à B; réciproquement, s'il existe un tel nombre, le 
point dont il est l'abscisse est à droite du point A, à gauche du 
point B; le point B est à droite do A, le nombre B est plus grand que 
le nombre A. L'existence d'un nombre rationnel plus grand que le 
nombre A, plus petit que le nombre B, peut donc être prise pour la dé- 
finition abstraite {^) de l'inégalité B>A. Les inégalités B> A, C>B 
entraînent C>' A, car le point B étant à droite du point A, le point G 
étant à droite du point B, il faut bien que le point G soit à droite du 
point A. 

Un nombre est à\i positif s^ A est plus grand que zéro, négatif ^'W 
est plus petit que zéro; les nombres positifs sont re|)résentés par des 



(') C'est sur celte définilion abstraite que, lo>riquemenl. la théorie de rinégalité 
doit élre fondée {Intr., p. 17). 
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points situés à droite du point O; les nombres négatifs, par des points 
situés à gauche du point O. 

Fig. 4. 



X' A' 



A tout point de l'axe correspond un point V, symétrique de A par 
rapport au point O. Les nombres A et A' sont dits symétriques (*); 
chacun d'eux est le symétrique de l'autre ; le nombre zéro doit être 
regardé comme son propre symétrique. Des deux nombres A, A', s'ils 
ne sont pas nuls tous deux, l'un est positif, l'autre est négatif. 

Si A désigne un nombre, on convient de représenter par H- A le 
même nombre que A, par — A le symétrique de A. 

Si le nombre A est défini par une coupure, il est bien aisé de voir 
quelle est la coupure qui définit le nombre symétrique A' : les 
nombres rationnels plus petits que A' sont les nombres rationnels 
plus grands que A changés de signe; les nombres rationnels plus 
grands que A' sont les nombres rationnels plus petits que A, égale- 
ment changés de signe; cette remarque contient évidemment la défi- 
nition abstraite de deux nombres symétriques. 

Celui des deux nombres A, — A qui est positif peut être regardé 
comme la valeur absolue commune à ces deux nombres. 

17. Addition, soustraction. — Soient A, B deux nombres quel- 
conques; la somme A -h B de ces deux nombres est, par définition, 
un nombre plus grand que la somme de deux nombres rationnels 
quelconques, respectivement plus petits que A, B et plus petit que 
la somme de deux nombres rationnels quelconques, respectivement 
plus grands que A, B. 

Voici comment un doit pratiquer la séparation des nombres rationnels en 
deux ou trois classes qui définit cette somme au sens du n" H. 

On range dans une première classe tout nombre rationnel égal ou inférieur 
à la somme de deux nombres rationnels, respectivement plus petits que A et 



(') On dit plus souveul égaux et de signes contraires : outre qu'elle est longue, , 
cette façon de parler est contradictoire; si deux nombres sont cguux, ils ne sont pas 
de signes contraires. II faudrait, pour la rendre correcte, l'allonger encore et dire 
égaux en valeur absolue et de signes contraires. Enfin on verra plus loin qu'elle ne 
peut s'appliquer aux nombres imaginaires, qui n'ont pas de signe. 
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que B : dans une seconde classe tout nombre rationnel égal ou supérieur à la 
somme de deux nombres, respectivement plus grands que A et que B. Il est 
clair que chaque nombre de la première classe est inférieur à n'importe quel 
nombre de la seconde classe. 

11 n'y a pas, dans la première classe, de nombre plus grand que tous les 
autres nombres de cette classe, car, si le nombre c a été rangé dans la pre- 
mière classe, c'est qu'il est inférieur ou égal à la somme de deux nombres 
rationnels a, 6, respectivement plus petits que A, B; or, dans la classe infé- 
rieure relative à A, il y a un nombre rationnel a' plus grand que a, dans la 
classe inférieure relative à B, il y a un nombre rationnel b' plus grand que 6; 
leur somme a'-f- 6' a dû être rangée dans la première classe de notre classifi- 
cation : or, elle est plus grande que a -h 6 et, par suite que c. De même, il n'y 
a pas, dans la seconde classe, de nombre qui soit plus petit que tous les autres 
nombres de cette classe. 

Enfin il y a des nombres pris respectivement dans la première et dans la 
seconde classe, qui diffèrent aussi peu qu'on le veut : si l'on veut avoir deux 
pareils nombres, dont la différence soit moindre que e, il suffira de choisir deux 
nombres rationnels a et ai, l'un plus petit, l'autre plus grand que A et tels 

que Ton ait «i — a < -* puis deux nombres rationnels 6, 6i l'un plus petit, 

l'autre plus grand que B pt tels que l'on ait 6| — 6 < -; a -h b appartiendra à la 

première classe, a^-hbi à la seconde, et l'on aura («i-H^i) — (a-+-6)<e. 

D'après cela, il ne peut échapper qu'un seul nombre rationnel à notre 
classification : en effet, un nombre rationnel a qui échappe à cette classification 
est forcément plus grand que la somme de deux nombres rationnels quel- 
conques, respectivement plus petits que A, B, c'est-à-dire que n'importe quel 
nombre de la première classe, et plus petit que n'importe quel nombre de la 
seconde classe; il ne peut donc y avoir deux nombres rationnels a, ^ (a < ^) 
qui échappent à la classification, puisque alors la différence entre un nombre 
de la seconde classe ( plus grand que ^) et un nombre de la première (plus petit 
que a) devrait être supérieure à ^ — a. 

S'il n'échappe aucun nombre à la classification, celle-ci définit une coupure 
du type 1, c'est-à-dire un nombre irrationnel, qui satisfait manifestement à la 
définition de la somme qu'on a donnée au début. 

S'il échappe un seul nombre rationnel à cette classification, c'est ce nombre 
rationnel lui-même qui est la somme des nombres A, B. On est dans le cas de 
la séparation en trois classes. 

La définition adoptée pour la somme de deux nombres A, B 
s'étend de suite à la somme d'autant de nombres A, B, G, . . ., L que 
Ton voudra. Celle-ci est plus grande que la somme de nombres 
rationnels quelconques, respectivement plus petits que \, B, G, ..., L, 
et plus petite que la somme de nombres rationnels quelconques, res- 
pectivement plus grands que A, B, C, . . ., L. 
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Que celle condition définisse une séparation des nombres rationnels en deu\ 
ou irois classes (n" 12), c'esl-à-dire un nombre irralionnel ou rationnel, c'esl 
ce qui résulle évidemmenl des raisonnemenls employés pour le cas de deux 
nombres. 

11 résulle de celle définition, et de ce fait que la somme de plusieurs 
nombres rationnels ne dépend pas de l'ordre de ces nombres, que la somme 
des nombres A, B, G, ..., L ne dépend pas non plus de leur ordre, puisque, 
quel que soit cet ordre, les classes inférieure ou supérieure relatives à la somme 
seront constituées de la même façon. 

Au lieu de définir tout d'un coup la somme des nombres A, B, ..., L, 
on peut les supposer rangés dans un certain ordre, ajouter le second 
au premier, le troisième au résultat, le quatrième au nouveau résultat, 
et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les nombres. En se 
reportant au cas de deux nombres, on reconnaît de suite que la 
somme, ainsi définie, satisfait à la condition imposée par la première 
définition, en sorte que les deux définitions s )nt équivalentes. 

Comme on peut amener aux premiers rangs tels termes de la somme 
que l'on veut, et que, d'après la seconde définition, on doit, pour 
eflectuer la somme, ajouter d'abord entre eux ces premiers ternies, 
on voit que, dans une somme quelconque, on peut remplacer tels 
termes que l'on veut par leur somme efl'ectuée. 

Pour figurer la somme de nombres représentés par des lettres ou 
des symboles quelconques, rangés dans un ordre déterminé, on com- 
mence par placer le signe -h devant ceux^e ces symboles qui n'ont 
pas de signe apparent, et l'on écrit les uns à la suite des autres ces 
symboles ainsi affectés de signes : toutefois l'habitude est de supprimer 
le signe qui précède le premier symbole, si c'est un signe -H . Ainsi 
A — B -i- G représente la somme obtenue en ajoutant à A le nombre 
— B, puis le nombre C au résultat. 

Les propriétés fondamentales de l'addition peuvent être résumées 
dans les formules suivantes : 

(i) A-hB = B -h a, 

(2) A-H(B -hC) = (A-4-B)-hG. 

(3) A-ho = A, 

(4) A — A = o. 

Les deux premières se trouvent avoir été démontrées par ce qui 
précède : elle constituent ce que l'on appelle la propriété commu- 
tative et la propriété associative de l'addition. 
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En les admettant, et en regardant une somme d'un nombre quel- 
conque de termes comme obtenue en ajoutant le second au premier, 
le troisième au résultat, etc., elles suffisent à montrer que, dans une 
pareille somme, on peut intervertir Tordre des deux premiers termes, 
des deux derniers, de deux termes consécutifs; qu'on peut ranger les 
termes dans l'ordre qu'on veut, remplacer enfin tels termes que l'on 
veut par leur somme effectuée. A cause des égalités (3) et (4), qui se 
démontrent sans peine en recourant aux définitions, on peut, dans 
une somme quelconque, supprimer des termes dont la somme est 
nulle et, en particulier, deux termes symétriques. 

Deux nombres A et B étant donnés, la diflerence entre le nombre 
A et le nombre B est, par définition, un nombre jt tel que l'on ait 

Supposons que ce nombre x existe, en ajoutant — B aux deux 
membres de l'égalité précédente, on voit qu'on doit avoir 

B^-ar — B = A — B ; 

or, le premier membre est égal à x, d'après les remarques précé- 
dentes; le nombre ;r, s'il existe, est la somme du nombre A et du 
symétrique — B du nombre B; d'ailleurs, si l'on ajoute B à cette 
somme A — B, elle devient A — B H- B ou A, en vertu des mêmes 
remarques; le nombres existe, il est unique, et égal à A — B; ce 
dernier symbole représente aussi bien la différence entre A et B que 
la somme de A et de — B. 

Je laisse au lecteur le soin de démontrer l'égalité 

PR = PQ H- QR, 

Fig. 5. 



X' p Q R 



OÙ PR, PQ, QR sont les équivalents algébriques des vecteurs PR, PQ, QR 
situés sur l'axe X'X, dans le cas où ces vecteurs ne sont pas tous commensu- 
rables à l'unité de longueur. Cette démonstration, lorsque les nombres PK, 
PQ, QR sont positifs et mesurent ainsi les longueurs des segments PR, PQ, 
QR, résulte de ce que le segment PR est plus grand que les segments obtenus 
en plaçant bout à bout deux segments respectivement plus petits que PQ, QR 
et plus petit que le segment obtenu en plaçant bout à bout deux segments 
respectivement plus grands que PQ, QR, en sorte que le nombre qui mesure 
la longueur de PR doit être plus grand que la somme de deux nombres ration- 
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nels mesurant les longueurs de deux segments, commensurables à l'unité de 
longueur, respectivement plus petits que PQ, QR, .... On reconnaît la défi- 
nition de la somme des deux nombres PQ, QR. La proposition, démontrée 
dans c cas, s'étend ensuite, comme on le sait, à tous les autres, en exaniinanl 
les diverses dispositions que peuvent avoir les points P, Q, R sur l'axe X'X. 

18. Multiplication, division. — Pour définir le produit de deux 
nombres A et B, je supposerai d'abord que ces deux nombres soient 
positifs ; alors le produit AB de ces deux nombres est, par définition, 
un nombre positif plus grand que le produit de deux nombres ration- 
nels positifs plus petits respectivement que A, B et plus petit que le 
produit de deux nombres rationnels plus grands que A, B. 

La séparation des nombres rationnels en deux ou trois classes, qui, d'après 
cela, définit le nombre AB, est pareille à celle qu'on a expliquée tout au long 
pour l'addition; elle repose sur ce qu'un produit de deux facteurs augmente 
quand on augmente ces facteurs et sur ce qu'il varie très peu quand on modifie 
très peu les facteurs; je ne m'y arrêterai pas davantage. 

Quand l'un des nombres A, B est nul, le produit AB est nul par 
définition. 

Quand Tun ou l'autre des nombres A, B est négatif, on définit la 
valeur absolue du produit comme le produit des valeurs absolues de 
ces deux nombres, et l'on complète la définition du produit AB parla 
règle des signes, telle qu'on l'enseigne au début de l'Algèbre. Pour 
définir le produit de plusieurs nombres positifs A, B, C, ..., L rangés 
(ou non) dans un certain ordre, on peut procéder comme pour l'addi- 
tion, définir ce produit tout d'un coup, ou de proche en proche. 
Dans le premier cas on suppose d'abord, comme pour deux facteurs, 
que les nombres A, B, C, . . . , L sont positifs et l'on complète la défi- 
nition encore par la règle des signes. 

Il est aisé de déduire des définitions les propriétés qu'expriment 
les égalités 

(i) AB = BA, 

(2) A(BG) = (AB)C, 

(3) (A-hB)G ^ AC-4-GB, 

(4) Axi = A, 

auxquelles je joins encore celle-ci : 

(5) A X o = o, 

que j'ai signalée plus haut comme une définition. 
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Les égalités (i), (2) expriment ce que l'on appelle les propriétés 
commutathe et associative de la multiplication, Tégalité (3) la pro- 
priété distributive relativement à l'addition. 

Les propositions bien connues relatives a un produit de plusieurs 
facteurs se déduisent sans peine de celles qu'on vient d'écrire. Il en 
est de même de celles qui concernent les exposants, 

A chaque nombre A, non nul, correspond son inverse B, tel que 
l'on ait AB = i. Supposons d'abord que A soit positif, la séparation 
des nombres rationnels en classes qui définit le nombre B s'obtiendra 
comme il suit : dans la première classe on range tout nombre qui est 
l'inverse d'un nombre rationnel plus grand que A, le nombre o et les 
nombres négatifs ; dans la seconde classe, tout nombre qui est l'in- 
verse d'un nombre rationnel positif plus petit que A. 

11 est bien aisé de voir que cette définition implique l'égalité AB = i 
et qu'elle est nécessitée par cette égalité. 

Si le nombre A est négatif, son inverse est un nombre négatif dont 
la valeur absolue est l'inverse de la valeur absolue du nombre A. 

Si B est l'inverse de A, A est l'inverse de B. L'inverse de A se 
représente par -j-' 

Le nombre o ne peut avoir d'inverse, à cause de l'égalité (5). 

Les deux nombres A, B étant donnés, et le second n'étant pas nul, 
le rapport de A à B, ou le quotient (exact) de A par B, est, par défi- 
nition, un nombre x tel que l'on ait 

B:r= A. 

Ce nombre est unique et s'obtient en multipliant A par l'in\erse 

de B; c'est ce qu'on reconnaît sans peine en copiant le raisonnement 

A 
qui a été fait pour la soustraction : il se représente par -^ ou A ; B. 

Les propriétés qu'expriment les égalités 





A m 
B/w 


A 

= B' 


A-+- 
G 


B _ 


A B 

= G-^G 


A 

B 


A' 


AA' 

= BB' ' 


A 

B 


A' 
• B^ 


AB' 
"" AB' 



se démontrent comme dans les éléments de TAlgèbre. 



3i CH\PITRE I. 

19. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer que les définitions et 
démonstrations ont été données de façon à s'appliquer aussi bien aux 
nombres rationnels qu'aux nombres irrationnels, et que, quand il 
s'agit de nombres rationnels, les définitions des opérations sont 
d'accord avec les définitions classiques. 

Les propositions fondamentales relatives au calcul des nombres ra- 
tionnels s'étendent donc au calcul des nombres irrationnels ; il en est 
de même de toutes les conséquences qu'on en déduit dans les élé- 
ments de r\lgèbre, conséquences sur lesquelles je crois inutile d'in- 
sister. 

En particulier, les règles élémentaires relatives aux combinaisons 
d'inégalités résultent de ces propositions. V^oici quelques applications 
importantes de ces règles au sujet qui nous occupe. 

Si A est un nombre quelconque, il y a, parmi les nombres (ration- 
nels) de la classe inférieure relative à A et ceux de la classe supérieure 
relative à A, des nombres qui diffèrent de A aussi peu qu'on le veut : 
en effet, il y a dans les deux classes des nombres qui diffèrent entre 
eux aussi peu qu'on le veut et leur différence mutuelle est plus 
grande, en valeur absolue, que la différence de l'un ou l'autre d'entre 
eux avec A. 

Si, en représentant par a un nombre rationnel positif, on désigne 
par /ja et (/i -4- i)a les valeurs approchées de A à a près par défaut et 
par excès, il est maintenant permis d'écrire, quel que soit A, les iné- 
galités /ia£ A <1 (/i H- i)a et de dire que la différence entre nx 
ou (/? -h i)a et A est, en valeur absolue, au plus égale à a. Chacune 
de ces différences, évidemment variables avec a, reste plus petite que 
tel nombre positif qu'on voudra, pourvu que a reste lui-même suffi- 
samment petit; c'est ce qu'on exprime en disant que les valeurs 
approchées de A à a près, par défaut ou par excès, ont pour limite A, 
quand a tend vers zéro. 

Plus particulièrement, si l'on désigne par it,t la valeur approchée 
de A à — - près, par défaut, on dira que u,t a pour limite A, quand n 
augmente indéfiniment, ou que la suite W|, //j, . . ., u,,^ ... a pour 
limite A, pour dire que la différence entre A et u,t reste, en valeur 
absolue, plus petite que tel nombre positif qu'on veut, pourvu que n 
soit suffisamment grand. La même façon de parler s'applique naturel- 
lement aux valeurs approchées, à — - près, par excès. 



* NOMBRES IRRATIONNELS. 33 

On est assuré que les deux nombres A, B sont égaux lorsqu*on 
peut prouver que leur différence A — B est moindre, en valeur 
absolue, que tel nombre positifs que l'on \eut. En effet, si les deux 
nombres n'étaient pas égaux, leur différence ne serait pas nulle et, en 
prenant e inférieur à la valeur absolue de cette différence, il serait 
impossible que la valeur absolue de A — B fût moindre que c. 

Plus particulièrement, comme Ton a, quel que soit a, 

A — B = (A — a) — (B — a), 

on est assuré de l'égalité des deux nombres A, B, quand on est assuré 
de pouvoir trouver des nombres a dont la différence avec A et B soit 
moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif que Ion voudra. 
Par exemple, si l'on sait seulement que les classes inférieures relati\es 
aux nombres A, B sont identiques, sans rien savoir sur les autres 
classes relatives à ces deux nombres, on peut affirmer que ces deux 
nombres sont égaux; il y a, en effet, dans la classe inférieure 
commune à A et à B, des nombres rationnels a qui approchent au- 
tant qu'on le veut de A et de B. 

C'est sur les propriétés fondamentales des opérations, ou sur les 
combinaisons d'inégalités résultant de ces propriétés, qu'on fonde en 
arithmétique la théorie des erreurs et des calculs approchés ; cette 
théorie s'applique sans difficulté aux nombres irrationnels dont on a 
des valeurs approchées (*). Connaissant des valeurs rationnelles a, 



(*)Les mots valeur approchée peuvent élre pris dans des sens différents, qu'il 
importe de distinguer. 

Les valeurs approchées d'un nombre a, à a près, par défaut et par excès, ont élc 
définies d'une façon précise aux numéros 5, 13. 

Quand on dit une valeur approchée du nombre A, sans épithèle, on entend sim- 
piemeot un nombre a qui diffère peu de A, un nombre tel que la valeur absolue de 
Verreur A — a que Ton commet en remplaçant A par a soit petite : Sur le sens des 
mots petit ei grand, je donnerai tout à l'heure quelques explications. Si l'on dit 
d'oQ nombre a qu'il est une valeur approchée de A avec une erreur moindre que le 
nombre positif a, on entend que la valeur absolue de la différence A — a est moindre 
que a ou, ce qui revient au même, que A est compris entre a — aeta + a:a n'est 
pas nécessairement alors une valeur approchée de A à a près, sauf dans le cas où a 
est de la forme /ta, n étant un nombre entier, positif ou nul; si les représentations 
décimales des nombres a — a, a + a coïncident dans leurs premiers chiffres, ceux-ci 
appartiennent à la représentation décimale de A. 

Voici maintenant quelques observations sur la signification des mots petit, grand, 
auxquels le lecteur est prié de se reporter à l'occasion : il ne s'agit ici que des va- 

T. 3 
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6, c, . . . , approchées de nombres quelconques A, B, C, • . . et des 
limites supérieures des \aleurs absolues des erreurs A — «, B — i, 
C — r, . . . , on sait calculer une limite supérieure des erreurs com- 
mises en remplaçant dans une addition, une soustraction, une multi- 
plication, une division, les nombres exacts par leurs valeurs appro- 
chées ; on sait trouver aussi, pour ces diverses opérations, une limite 
de l'erreur qu'il est permis de commetire sur les nombres approchés 
pour que Terreur sur le résultat ne dépasse pas une limite donnée. 

Si, par exemple, on veut avoir le produit du nombre 

e = 2,718-2818. . ., T = 3, 1 413926 

avec une erreur moindre que 9 on pourra substituer à ces nombres les va- 

^ 1000 ^ 

leurs e' = 2,7183, ?:'= 3,i4i6, approchées toutes les deux par excès a\ec une 



leurs absolues. Il restera d'ailleurs, dans remploi de ces termes, une certaine impré- 
cision. 

Tout d'abord il est nécessaire de distinguer le sens absolu et le sens relatif des mots 
petit et grand. Quand ces mots sont employés au sens absolu, on doit regarder le 
nombre i comme n'étant ni petit ni grand; si maintenant il s'agit d'un nombre po- 
sitif a, le plus simple pour évaluer, dans quelque mesure, sa petitesse ou sa gran- 
deur, parait être de se reporter à sa représentation décimale : si cette représentation 
comporte une partie entière, non nulle, le nombre a ne sera pas petit; il ne con- 
viendrait guère de le regarder comme grand si cette partie entière ne comporte qu*un 
chilTre; le nombre de chiffres de cette partie entière fournira une évaluation gros- 
sière de Tordre de grandeur de a. On voit le vague qui subsiste dans cette définition, 
puisque deux nombres entiers, l'un de trois chiffres, par exemple, l'autre de 
qualre, peuvent différer très peu. Lorsque la partie entière est nulle, le nombre n'est 
pas grand. Il ne conviendra guère de le regarder comme petit si le premier chiffre 
décimal n'est pas un zéro : le nombre de zéros qui suivent la virgule avant qu'on 
rencontre un chiffre autre qu'un zéro fournira de même une évaluation grossière de 
l'ordrâ de petitesse du nombre, avec la même restriction que tout à l'heure. 11 est 
clair que l'inverse d'un grand nombre doit être regardé comme petit, que l'inverse 
d'un petit nombre doit être regardé comme grand. Eo disant qu'un nombre a est 
:voisin d'un nombre 6, on entend que la valeur absolue de la différence a — b est 
petite. J'emploierai souvent l'expression ufi nombre voisin de a, pour dire un nombre 
dont la valeur absolue est petite, afin d'éviter la confusion entre les deux sens du mot 
petit, suivant qu'il s'agit, ou non, des valeurs absolues. 

En disant maintenant qu'un nombre (positif) a tsl petit ou grand par rapport à 

un nombre (positif) 6, on entend que le rapport •-. est petit, ou grand, au sens absolu 
que Ton vient d'essayer de préciser. 

Disons de suite que les uiots infiniment petit, infiniment grand, dont on fera 
ultérieurement usage, ont une signification tout autre; ils ne s'appliquent qu'à des 
variables : il s'agissait ici de nombres fixes. 
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erreur moindre que -9 l'erreur sur le produit 8,53981 128 sera en trop et 

moindre que 

3 -h 4 J_. 
•;i.io^ ^ 10*' 

le produit cherché sera inférieur à 8,5398*2 et supérieur à 8,5 394; la valeur 
8,539 est approchée à un millième près par défaut. On aurait pu se servir 
aussi, pour atteindre le même but, de la règle de la multiplication abrégée. 

J'ajoute enfin une dernière remarque. 

Si Ton combine par addition, soustraction, multiplication ou divi- 
sion un nombre rationnel non nul a et un nombre irrationnel A, le 
résultat est un nombre irrationnel, comme on le voit de suite en rai- 
sonnant par l'absurde ; si le produit a A, par exemple, était un nombre 

rttionnel é, l'égalité a A = b entraînerait A m - ; A serait rationnel. 

La proposition subsiste pour l'addition et la soustraction lors 
même que a est nul. 

Si les deux nombres que l'on combine sont irrationnels, le résultat 
peut être rationnel ou irrationnel. Par exemple le produit de y/a 
par y/a est 2, comme on le reconnaît en se reportant aux définitions 
de y/a et du produit de deux nombres irrationnels : ce fait est d'ailleurs 
un cas particulier d'une proposition générale, qui sera démontrée au 
numéro suivant. 



§ 2. — CALCUL DES RADICAUX. EXPOSANTS FRACTIONNAIRES, 
NÉGATIFS, IRRATIONNELS. 

20. Définition de la racine m}^"'*. — Soient m un nombre naturel 
autre que i et A un nombre positif quelconque, la racine ;w'^"*arith- 
inélique de A est un nombre positif qui, élevé à la puissance /w, re- 
produit A- Un tel nombre, s'il existe, est évidemment unique, 
puisque la puissance /n**™® d'un nombre positif, plus petit ou plus 
grand que lui, est évidemment plus petite ou plus grande que A. 

S'il y a un nombre rationnel dont la puissance m'''*"*^ soit égale à A, 
c'est le nombre cherché : ceci ne peut arriver que si A est lui-même 
rationnel, puisque le produit de plusieurs nombres rationnels est tou- 
jours rationnel. . 
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Supposons inainlenant qu^Il n'y ait aucun nombre rationnel posilîf 
dont la puissance m'*™*' soit égale à A ; alors les nombres rationnels po- 
sitifs pourront se séparer en deux classes; on mettra dans la première 
tous ceux dont la ni*'"*^ puissance est moindre que A, dans la seconde 
tous ceux dont la m'*"'* puissance dépasse A : les nombres de la pre- 
mière classe sont tous plus petits que n'importe quel nombre de la 
seconde classe; on a donc défini une coupure dans l'ensemble des 
nombres rationnels positifs ; cette coupure définit elle-même un 
nombre B; le produit de m nombres rationnels positifs plus petits que B 
est au plus égal à la puissance m'*"** du plus grand d'entre eux, qui ap- 
partient à la première classe : cette puissance m'^"® est donc moindre 
que A : le produit de m nombres rationnels positifs moindres que B 
est inférieur à A ; de même le produit de m nombres rationnels plus 
grands que B dépasse A. A est donc, en vertu de la définition de la 
multiplication, égal au produit de m nombres égaux à B, égal à B'". 
B est la racine m'*™* de A; cette racine se représente par J/A ; Vin- 
dice m se supprime habituellement quand il est égal à 2. 

Lorsque A est nul, sa racine m'*""*' est nulle aussi. 

Lorsque A est négatif, il y a lieu de distinguer deux cas, suivant 
que m est pair ou impair. 

Si A est négatif et m pair, il n'y a pas de nombre réel ( *) dont la 
puissance m**"* soit égale à A, puisque la puissance m'^*"® de o 
est o, et que la puissance /n**^^"**^ d'un nombre positif ou négatif est un 
nombre positif. Le symbole "\fK est dénué de sens. 

Si A est négatif et m impair, il y a un nombre et un seul dont la 
puissance m*^*"'* est égale à A, c'est le nombre négatif — '(/| A | (=*); il 
serait légitime de remplacer ce symbole par y, 'A; toutefois il nous sera 
commode, dans ce qui suit, de supposer que les nombres dont on 
prend la racine ne sont jamais négatifs. 

Remarquons enfin que, si A est positif, et si m est pair, il y a deux 
nombres réels dont la puissance /n*^"** est égale à A, et seulement deux. 
^A représentera toujours dans ce qui suit le noiwhve positif unique 
dont la puissance m'*""' est égale à A ou, comme on dit, la racine m'*^^'"*^ 



(*) Je rappelle que les nombres réels sont le nombre o et les nombres relatifs dont 
la valeur absolue est un nombre rationnel ou irrationnel; les nombres réels ont seuls 
été définis jusqu'ici. 

(*) Le symbole | A | s'énonce et veut dire valeur absolue de A. 
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arithmétique de A; la puissance m'*"'* du nombre négatif — '[/A est 
aussi égale à A; c^est d'ailleurs le seul nombre négatif qui jouisse de 
cette propriété, puisque la puissance m'*"* de la valeur absolue d'un 
tel nombre doit être égale à A, en sorte que cette valeur absolue est 
le nombre ^A, défini plus haut. Lorsque m est impair, il n'y a pas 
de nombre négatif dont la puissance //i'*^"'* soit égale au nombre 
positif A. 

Diaprés les conventions qui précèdent, on doit écrire /«*= a ou v^«* = — a, 
suivant que a est positif ou négatif : on a, dans tous les cas, v^= | ci |. 

SI. Je répète encore une fois que, dans ce qui suit, les nombres 
dont on écrira les racines seront toujours supposés positifs ou nuls, 
ainsi que les racines elles-mêmes. Pour prouver qu'un nombre B est la 
racine /n*®"*^ arithmétique d'un nombre positif A, il suffira de prouver 
que ce nombre est positif et que sa puissance m'*'"® est égale à A. 

Pour extraire la racine m'^'"* d'un produit de nombres positifs, 
ou du rapport de deux nombres positifs, on peut extraire la racine 
m^*"* de chacun des facteurs du produit, ou de chacun des termes du 
rapport: en d'autres termes, si a, é, c, ..., /représentent des nombres 
positifs, on a 



(a) /V« __ "v^ 



— m/ — 
a __ y a 

Dans les deux égalités, les deux membres sont essentiellement po- 
sitifs; pour démontrer la première il suffit de prouver que la puis- 
sance m*^"* du second membre est égale à abc.l; or, cela résulte de 
ce que la puissance m'*"* d'un produit s'obtient en élevant chacun 
des facteurs à la puissance m, La seconde résulte de même de la règle 
pour élever un rapport à la puissance m. 

Si a et A: sont des nombres positifs, on a 

(3) ^V^ = 7;t^; 

en effet, le second membre d'après l'égalité (i) est égal à y/ A*'" y/a, et 
par conséquent à k"[/â. 

Par exemple 2 ^1 est égal k ^S, 
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L'ëgalîlé (3) permet de faire entrer un facteur positif sous un ra- 
dical qui le multiplie; on fait passer le facteur sous le radical, en 
l'élevant à la puissance marquée par l'indice du radical ; inversement 
on peut faire sortir à\\n radical, dont Findice est m, un facteur qui est 
une puissance m*^"*' exacte, en extrayant la racine m**™* de ce facteur. 

Si, a étant toujours positif, k était négatif et si m était pair, A:*" se- 
rait positif; on aurait alors 

le dernier membre est positif comme le premier. 

Si dans l'égalité (i) on suppose que les nombres rt, />, . . ., / soient 
égaux et qu'il y ait/> de ces nombres, elle devient 

Ainsi, pour élèvera la puissance/;**"*la racine /n'^^'^d'un nombre po- 
sitif, on peut élever ce nombre à la puissance />, et en extraire ensuite 
la racine m'^"***; on dit, dans le même sens, que, pour élever un radical 
Jindice m à la puissance /?, il suffit d'élever à la puissance /? la quan- 
tité sous le radical ou, ce qui revient au même, de multiplier par y? 
l'exposant dont est affectée cette quantité sous le radical. 

Pour le même objet, on peut tout aussi bien, lorsque l'indice dn 
radical est un multiple de p, diviser cet indice par p\ en d'autres 
termes, si l'on suppose m = pq^ q étant entier, on a 

>7/-\/' 



(5) (v7^)=î^= 

les deux membres de cette égalité étant positifs, il suffit, pour prouver 
leur égalité, de montrer que leurs puissances //'*'"*"^ sont égales; la 

puissance ^r-*"* du second membre est a, celle du premier est ( v'^)''^ 
ou a. 

Pour extraire la racine ^**"« d'un radical, il suffit d'en multiplier 
indice par/>; en d'autres termes, on a 

(6) V7^="";fr.. 

Il suffit eu effet de prouver que les puissances mp^^^^* des deux 
membres sont égales ; celle du second membre est évidemment a ; celle 
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du premier peut s'obtenir en Télevant d'abord à la puissance />, ce qui 
donne y' a, puis en élevant le résultat à la puissance m, ce qui donne 
encore a. L'égalité (6) entraîne évidemment la sui\anle 

.7) Wa = l^^, 

qui peut s'énoncer ainsi : pour extraire la racine />•*"** d'un radical 
d'indice /w, il suffît d'extraire la racine/?*^'"'' de la quantité sous ce ra- 
dical. Si la quantité sous le radical est une puissance yo'^"'*"; si, en par- 
ticulier, elle est mise sous la forme d'une quantité affectée d'un expo- 
sant qui soit un multiple de p^ il suffira, pour extraire la racine /?••""', 
de diviser cet exposant par p. On a, en d'autres termes, 



(8) \l"Yb^n= sl'/bFi=.'yVi, 

Par exemple : ^'2^= V V^^^ = \/2. 

Si un radical porte sur une quantité affectée d'un exposant, si l'in- 
dice du radical et l'exposant de la quantité sous le radical ont un fac- 
teur commun, on peut supprimer ce facteur; en d'autres termes, on a 

le premier membre est en effet égal à la racine ^»«"'« de \/a''^ ou de a'\ 
Cette proposition permet de simplifier un radical en divisant l'indice 
du radical et l'exposant de la quantité sous le radical par leur plus 
grand commun diviseur. 
On a par exemple 

Inversement, on peut évidemment multiplier par un même nombre 
naturel l'indice d'un radical et l'exposant de la quantité sous le radi- 
cal. 

Cette remarque permet, étant donnés plusieurs radicaux d'indices 
différents, de les remplacer par des radicaux égaux, et de même indice. 
On peut prendre pour l'indice commun le plus petit commun multiple 
des indices donnés. On élèvera la quantité placée sous chaque radical 
aune puissance dont l'exposant est le quotient du plus petit commun 
multiple par l'indice de ce radical. 
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Si, par exemple, on considère les radicaux /i, {^2, ^5, y^j, on pourra les 
remplacer par 

IX^'. l/^. iX^. IX?; 

on aura, d'après l'égalité (1), 

v/3 v^i V^ V^7 = î/31^.28.5^7»; 
on aurait de même 

22. Exposants fractionnaires. — L'analogie entre la simplification 
des radicaux, la réduction de plusieurs radicaux à un même indice et 
la simplification des fractions, la réduction des fractions au même 
dénominateur est bien évidente ; elle suggère naturellement la nota- 
tion des exposants fractionnaires, que je vais expliquer. 

Soit a un nombre positif : l'expression a" est définie en Arithmé- 
tique comme le produit de n facteurs égaux à a; elle n'a de sens que 
si n est un nombre naturel; on va lui en donner un quand n est une 
fraction ^ dont les termes sont des nombres naturels /?, y : on a alors, 

par définition, 

p 



p 

si q est plus grand que i ; lorsque q est égal à i , on donne à cà la 

même signifiration qu'à aP. 
p 
Le symbole ol^ conserve la même valeur quand on remplace — par 

une fraction égale. 

En effet, supposons d'abord que p soit divisible par q et que l'on 
ait/? = /i5r, n étant un nombre naturel; on a, par définition, 

et le second membre est égal à a" : le résultat sera évidemment le 
ixiéme si l'on remplace la fraction —par une autre fraction égale à n. 

Si p n'est pas divisible par q^ soit ^ la fraction irréductible égale 
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à -, on aura p = p' r, q = r/'r, en désignant par ;• un nombre naturel ; 

r r^ , , 

par définition, c^ ou a'''' est égal à UaP''' = \JaP*\ le résultat sera 

évidemment le même si Ton remplace - par n'importe quelle autre 

fraction égale, puisque celle-ci devra être égale à la même fraction 

irréductible -, • 

Avec cette notation, les règles relatives à la simplification d'un 
radical, ou à la réduction de plusieurs radicaux au même indice sont 
les mêmes que les règles relatives à la simplification d'une fraction, 
:i la réduction de plusieurs fractions au même dénominateur. 

Mais il y a plus, les autres règles relatives au calcul des exposants 
sY'lendent à ces exposants fractionnaires : ces règles, que le lecteur 
traduira s'il le veut en langage ordinaire, s'expriment par les égalités 
suivantes, où a désigne toujours un nombre positif, où/;, q^ />', cf dé- 
Mgnent des nombres naturels, d'ailleurs quelconques, 

/' Pi t^t. 

(1) cJi.a!f'=c^ 'f, 

(2) a^:a'7'=a'' ^', 



H) 



/ ly pp: 



Considérons d'abord la première de ces égalités, elle a besoin de 
quelque explication : le second membre en effet n'a pas été défini : 
on n'a défini que les quantités affectées d'un exposant représenté par 

une fraction à termes entiers. 11 faut entendre que - -+• ^ est remplacé 
parla fraction à termes entiers — — A^> qui, en vertu des règles de 
r Arithmétique, est la somme des deux fractions -> ^î ou par une 
fraction égale à — ^-2. Ces explications une fois comprises, la dé- 
monstration de l'égalité (i) est immédiate : le second membre est, par 
définition, 



7/ HT/ 77/ */— 7 y r 



^ I 
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le dernier membre, d'après la définition des exposants fractionnaires, 
n'est autre chose que le premier membre de Tégalilé à démontrer. 

Il est bien aisé de voir que la règle qu'exprime l'égalité (i) pour 
deux facteurs s'étend à un produit de 3, 4j • • • facteurs. 

L'égalité (2) suppose, pour qu'elle ait un sens, que l'on ait— > — ,» 

on pq'^p'q] on doit entendre le second membre, de la même façon 
que le second membre de l'égalité (i), c'est-à-dire que l'expo- 

sant — — —, doit être remplacé par la fraction à termes entiers 
q q' r r 



-, ou par une fraction égale; elle se démontre soit comme 



l'égalité (1), soit en constatant que, en vertu de l'égalité (i), les 

EL 
deux membres deviennent égaux quand on les multiplie par a'^. 

L'égalité (3) est évidente si q et q' sont égaux à i; la démonstra- 
tion est immédiate si (^ est égal à i . 

Je me borne au cas où q et q' sont plus grands que i , le premier 
membre de l'égalité (3) représente, en vertu des définitions, la puis- 

p_ 

sance p' de la racine q^ de la quantité a''= \/aP\ en d'autres termes, 
ce premier membre est égal à 

or, la quantité élevée à la puissance p' n'est autre chose que W ^i^- 
et, pour élever cette quantité à la puissance /?', il suffit de multiplier 
par p' l'exposant p de la quantité sous le radical; on obtient ainsi 

x/clPp'i qui est la définition même du second membre. 

Cette égalité (3) contient, comme cas particuliers, les règles sui- 
vantes, où r désigne un nombre naturel. 

Pour élever une quantité affectée d'un exposant fractionnaire à la 
puissance r, il suffit de multiplier par r le numérateur de l'exposant. 

Pour extraire la racine r**"® d'une quantité affectée d'un exposant 
fractionnaire, il suffit de multiplier par r le dénominateur de l'expo- 
sant. 

Exposant zéro. — L'égalité (2) n'a pas de sens quand on a - = A- 
elle reste toutefois vraie si l'on convient de regarder a® comme 
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égal à i; c'est une convention qui sera adoptée dorénavant. 11 est 
clair qu'en adoptant cette convention, on a les égalités analogues aux 

égalités (i),(2>, (3) 



r 
Ji. 




p 


-.- ?• 


«'; 


; a« = a'' = a' 



«0 X «<> = a«-^o = a» = I , 



en d'autres termes, les règles de calcul relatives aux exposants se 
conser\'ent, avec cette nouvelle extension. 

Exposants négatifs. — Les exposants rationnels que Ton a consi- 
dérés étaient des nombres absolus, entiers, fractionnaires ou nuls. 
Conformément aux conventions de l'algèbre, on confond, ici encore, 

les nombres positifs avec leurs valeurs absolues; a"*"^, a ^ ont, par 

définition, le même sens que a^, ar. 

On va, maintenant, définir les puissances négatives d'un nombre 
positif a. 

On a, par définition, en désignant par a un nombre rationnel 
positif (ou absolu) 

a* 

d'une façon plus explicite, si - est une fraction égale a a dont les 
termes soient des nombres naturels, on a 



l'égalité (4), qui peut s'écrire «"*.«*= i, pour s'énoncer en disant 
que, si l'on élève un même nombre positif a à deux puissances 
rationnelles qui soient des nombres symétriques a et — a, on obtient 
deux nombres inverses l'un de l'autre; on voit dès lors qu'elle 
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subsiste, lors même que a est négatif. En se reportant à la définition 
de l'exposant o, on voit qu'elle est encore vraie quand a est nul. 

Les règles relatives au calcul des exposants subsistent avec cette 
nouvelle extension, c'est-à-dire que l'on a, quels que soient les 
nombres rationnels a, ^ positifs, nuls ou négatifs, 

(5) * a«.aP=a«-^-P, 

(6) a«:aP=a»-P, 

(7) (a»)P=a»P. 

On doit entendre la première égalité, par exemple, de la façon sui- 
vante : dans le second membre, a + ^ doit être remplacé par la frac- 
tion ifc ^, à termes entiers positifs/?, q que l'on obtient en effectuant 
la somme a H- P, d'après ks règles de l'arithmétique et de l'algèbre 
élémentaire, et a*+P doit être regardé comme égal à y/aP ou à —^ 

suivant que la somme a -j- P est égale à 4- — ou à — — • Si a 4- [i 
était nul, a*"*"P devrait être regardé comme égal à i . Les autres égalités 
s'interprètent de la même façon. 

Lorsque a et ^ sont positifs ou nuls, l'égalité (5) résulte des règles 
relatives aux exposants positifs ou nuls. 

Si a est positif et si p = — ^' est négatif, le premier membre de 
l'égalité (5) est, par définition, égal à 

a«.-T77 = aaïaP'. 
a? 

Si P' est égal ou inférieur à a, le second membre est égal à a*~&'; 
mais a — P' est alors égal à a -f- p, l'égalité (5) est vérifiée. Si ^' était 
supérieur à a, on aurait 

a« : aP' = ». ^ = a-<?'-*\ 

la dernière égalité résultant de la définition des exposants négatifs, 
puisque P' — a est positif; mais — ( P' — a) n'est autre chose que a -4- P; 
l'égalité (5) est encore vérifiée. 

Si a est négatif et p positif, l'égalité (5) est encore vraie, comme 
on le voit en échangeant les deux nombres a, ^ : on est ramené au 
cas précédent. 
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Si X = — a' et P = — p' sont tous deux négatifs, !e premier membre 
de l'égalité (5) est, par définition, égal à 



a* a? a* -*? 



Enfin, on reconnaît sans peine que l'égalité (5) est encore vraie 
quand l'un ou l'autre des nombres a, ^ est nul. 

L'égalité (6) est contenue dans l'égalité (5) : en effet, on a, dans 
tous les cas, 

a? 
et, par suite, 

^* « ft 
—5. = a«.a-p; 
a? 

or le second nombre, en vertu de l'égalité (5), est égal à a élevé à la 
puissance a -f- ( — P) = * — P« 

Enfin l'égalité (7) se démontre encore, dans tous les cas, en remon- 
tant aux définitions et aux règles pour la multiplication des nombres 
relatifs. 



23. Exposants irrationnels. ~ Il reste, pour compléter ce sujet, à 
définir a* quand a est irrationnel : on suppose toujours a >> o ; j<; 
vais commencer par supposer a>>i. Le nombre irrationnel a est 
défini par une coupure qui sépare les nombres rationnels en deux 
classes, la classe inférieure qui comprend tous les nombres ration- 
nels plus petits que a, la classe supérieure qui comprend tous les 
nombres rationnels plus grands que a. Par définition, a* sera un 
nombre plus grand que tout nombre obtenu en élevant a à une puis- 
sance dont l'exposant est un nombre (rationnel) de la classe infé- 
rieure^ relative à a, plus petit que tout nombre obtenu en élevant a à 
une puissance dont l'exposant est un nombre (rationnel) de la classe 
supérieure, relative à a. 

On montrera qu'il y a bien là une définition du nombre a*, en 
prouvant que chaque nombre obtenu en élevant a à une puissance 
rationnelle a'<;a est inférieure n'importe quel nombre obtenu en 
^Hevanl a à une puissance rationnelle ^">(i^ et que, parmi les 
nombres de la première et de la seconde espèce, il s'en trouve 
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qui dlflerent aussi peu qu^on le veut; on s'aidera enfin, pour com- 
pléter la démonstration, d'une image analogue à celle du n** 10. 

24. I* Je vais prouver que, si a' et i? sont deux nombres rationnels, 
dont le premier est inférieur au second, on a 

cette inégalité équivaut évidemment à la suivante : 

a" — a' est un nombre rationnel positif : l'égalité précédente sera donc 
établie si l'on montre qu'en élevant un nombre a plus grand que i à 

une puissance rationnelle positive -> on obtient un nombre plus 

grand que i ; en d'autres termes, on a 

aP est le produit de p facteurs égaux à a, donc plus grands que i; 
aP est plus grand que i : l'inégalité précédente sera établie si Ton 
prouve que la racine y»^"« d'un nombre A plus grand que i est elle- 
même plus grande que i; or elle ne peut être plus petite que i, 
puisque la puissance y**™* d'un nombre plus petit que \ est plus petite 
que I et ne peut donc être égale à A ; la racine y»*^»»*^ de A ne peut pas non 
plus être égale à i puisque la puissance y»ème j^ j est i . La racine y»*"* 
de A est donc plus grande que i . La proposition énoncée et l'inéga- 
lité (i) sont établies. 

2'* Je vais prouver, en désignant par a', d' des nombres rationnels 
assujettis seulement à être inférieurs, en valeur absolue, à un nombre 
positif fixe /•, que les nombres a*', a*' sont aussi voisins qu'on le 
veut, pourvu que a' soit suffisamment voisin de a" : on a, en suppo- 
sant a'<I a", 

a*' — a*' = a*' ( a*"-*' — i ) ; 

les deux facteurs du second membre sont positifs, puisque, a" — a' 
étant positif, on a a^"'^' — i >» o; le facteur a*' est d'ailleurs moindre 
que a'', puisque a' est plus petit que /•; on a donc en posant, pour 
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abréger, a"— a' =3, 

o < a«' — a*'< a''(aP— 1); 

pour établir la proposition énoncée, il suffit de prouver que la quantité 
qui figure dans le dernier membre des inégalités précédentes est plus 
petite que tel nombre positif e que Ton voudra, pourvu que ^ soit suf- 
lisamment petit. 

Or, si Ton désigne par m la valeur approchée de ^ par excès, à une 
unité près, on aura 

m>Q> P<— » a^<^a*" ou "y/ a 

et, par conséquent, 

o < aP — I < ")/a — I ; 

lout est donc ramené à montrer que le nombre positif \^a — i est 
plus petit que e'= — > pourvu que Ton prenne m assez grand; en 
d'autres termes, que Fune ou l'autre des inégalités équivalentes 

est vérifiée, pourvu que Ton prenne le nombre naturel m assez 
grand. 

Le nombre (i+e')'" étant supérieur à i +/ne' (*), il suffira de 

(') Ceci se démontre de proche en proche : on a évidemment 

( H- s )- — I -h 2 e -i- e= -< I + 2 « 

en admettant que, pour le nombre naturel /i, on ait 

(H- e)">i-t-«c, 
on en conclut, en multipliant les deux membres par (i + e)> que Ton a 

(i-h e)'»+*>(x-h/i€)(i-4- s) ou l-h (« -f-i)s -h /12' 

et, par suite, 

( I -f- /i )'»+^ > I -H ( /« -M ) s ; 

la proposition est vraie pour /i ^ 2, 3, ... ; elle est générale. 
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prendre m assez grand pour avoir \-\- mt'> a\ de prendre, par 
exemple, m supérieur à la partie entière de 

a — I {a — i)a'' 

-ir - i 

Notons en passant que Ton a établi la proposition suivante : 
Si a', cl" sont des nombres rationnels plus petits en valeur absolue 
c|ue le nombre positif r, on aura 

la*"— a*'| < e 

pourvu que la valeur absolue de a" — a' soit inférieure à — > en dési- 
gnant par m la partie entière de — > augmentée d'une unité. 

Sous cette forme la proposition ne suppose pas a'<; a". 

25. Revenons à la définition de a*, quand a est un nombre quel- 
conque. Si l'on désigne par a', a*' des nombres rationnels tels que 
l'on ait 

(I) a'<a<a', 

et d'ailleurs quelconques, on aura 

a*<a*'; 

Il y a des nombres rationnels a', n" satisfaisant à la condition (i) qui 
sont aussi voisins qu'on le veut, et tels, par conséquent, que a*' 
et a*' soient aussi voisins qu'on le veut. 

Imaginons que, sur l'axe X'X, on ait marqué en bleu tous les 
points dont Tabscisse est de la forme «*', en rouge tous les points 
dont l'abscisse est de la forme a^' ; chaque point bleu est en deçà de 
chaque point rouge. Au delà de chaque point bleu, par exemple du 
point a"', il y a d'autres points bleus, par exemple le point a*'», ou 
prenant pour a'^ un nombre rationnel satisfaisant aux conditions 

a' < a\ < a ; 

de même, en deçà de chaque point rouge, il y a d'autres points rouges. 
Colorons en bleu la partie de l'axe qui est à gauche de n'importe 
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quel point bleu, en rouge la partie de Taxe qui est à gauche de n'im- 
porte quel point rouge. Appelons point blanc tout point (s'il y en a) 
qui n'est coloré ni en bleu ni en rouge. La partie bleue n'empiète 
pas sur la partie rouge; entre les parties rouge et bleue il n'y a pas 
(rintervalle blanc, puisqu'il y a des points bleus et des points rouges 
aussi voisins qu'on le veut. 

La partie bleue et la partie rouge ne peuvent être séparées que par 
lui point, en deçà duquel sont les points bleus, au delà duquel sont 
les points rouges, qui ne peut être un point bleu, puisque au delà de 
tout point bleu il y a encore des points bleus, qui ne peut être un 
point rouge, puisqu'en deçà de tout point rouge il y a encore des 
points rouges. C'est ce point de séparation dont l'abscisse est, par 
définition, le nombre a^. 

Cette image, toute grossière qu'elle est, donnera au lecteur une 
idée suffisante de ce qu'est le nombre a" quand a est irrationnel. 

Quant à la définition abstraite de la coupure qui constitue la 
définition abstraite de a*, il suffira de dire, en conservant aux 
nombres a', ^ la même signification que plus haut, qu'on range 
dans la classe inférieure tout nombre rationnel qui est inférieur ou 
égal à un nombre de la forme a"', dans la classe supérieure tout 
nombre rationnel qui est supérieur ou égal à un nombre de la 
forme a*'. De ce qu'il y a des nombres de la première et de la seconde 
forme qui sont aussi voisins qu'on veut, on déduit sans peine que, si 
un nombre rationnel échappe à la classification, il est seul à échapper 
à celte classification, et constitue la classe intermédiaire du n° 12; ce 
nombre rationnel unique est alors a*. Si aucun nombre rationnel 
n'échappe à la classification, on a aOaire au premier mode de classifi- 
cation du n" 12; il définit alors le nombre irrationnel a". Il est aisé 
de démontrer, sous forme abstraite, que, dans un cas comme dans 
Tautre, le nombre a« est plus grand que tous les nombres de la 
forme a"', plus petit que tous les nombres de la forme a*". 

Lorsque a' et a"' sont très voisins de a, et, par conséquent, très 
voisins l'un de l'autre, les nombres aP-\ a*' fournissent des valeurs 
approchées de a*, par défaut et par excès, avec une errreur moindre 
que a** — a*'; on a donné à la fin du numéro précédent une limite 
supérieure de cette erreur, qui peut être supposée aussi petite qu'on 
le veut, pourvu qu'on prenne a' et a" suffisamment voisins. Quant 
aux nombres a*', a"", on peut les calculer avec telle approximation 
T. 4 
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que l'on veut, par des extradions de racines. La définition du nombre 
«* fournit ainsi un moyen de le calculer approximativement. 

Quand on se donne l'un des nombres rationnels a', a'', très voisin 
de a, on peut choisir l'autre aussi très voisin de a et, par conséquent, 
très voisin du premier. Il suit de là que l'erreur qui consiste à rem- 
placer a'^ par a*', ou a^\ peut être supposée aussi petite qu'on le 
veut, pourvu qu'on suppose a', ou a", suffisamment voisin de a. 

La propriété fondamentale qu'exprime l'égalité 

(I) a«.aP=aa+P 

subsiste quels que soient les nombres a, (ri. Si l'on désigne, en eflet, 
par a', a" et P', P" des nombres rationnels tels que l'on ait 

a'<a<a', ?'<?<?", 

on aura, en vertu de ces inégalités et de la définition de a*, aP, 

a«' < «« < a«% aP' < aP < a?', 

d'où il résulte que le produit a<*.aP est compris entre les produits 
a«'.aP'= a«'+P' et a»".aP"= a«"+P''; mais a'H- .3' et a" 4- ^' sont des 
nombres rationnels qui vérifient les inégalités 

et il résulte de la définition de a""*'P que ce nombre doit, comme le 
produit a*.aP, être compris entre a<*'+P' et a'^"'^^" \ or, les nombres rt! 
et a" d'une part, P' et ^ de l'autre peuvent être pris assez voisins 
pour que les deux nombres a'-i-|5' et a"+P'' et, par suite, les 
nombres a*'"*"P' et a^"'^^" dlfl'èrent aussi peu qu'on le veut : il ne peut 
donc y avoir aucune différence entre les deux nombres a^,a^ et 
a^+P, qui peuvent être compris entre des nombres aussi voisins 
qu'on voudra. 

En supposant ^ = — a dans Tégalité ( i ) et en se rappelant qu'on a 
a<*= 1, on obtient 

a« . a-* = I , a-« = — : 
puis, en changeant dans la même égalité ^ en — ji, et tenant compte 
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de la propriété qu'on \ient d'établir, 

a? 

Pour la définition de a*, j'ai supposé a > i; cette supposition n'a 
rien d'essentiel. Si a est un nombre /?05«V£/' plus petit que i, on peut 
reprendre la suite des propositions qui aboutit à la définition de a* 
avec quelques modifications, dont la principale consiste en ce que 
l'on a, en désignant par a', a" deux nombres rationnels, dont le pre- 
mier est le plus petit, a*'> «*" au lieu d'avoir ^.*'<; a*". On évitera 
ce recommencement en remarquant que, si a est un nombre positif 
plus petit que i, il est l'inverse d'un nombre b plus grand que i, et, 
en définissant a" par l'égalité 

la propriété fondamentale ( i ) subsiste encore. 

Si a est égal à i, 1°^ est regardé comme égal à i, quel que soit a; 
o* est regardé comme égal à o si x est positif; ce symbole n'a pas de 
sens quand a est nul ou négatif. Lorsque a est négatif, le symbole a^ 
n'a de sens que si a est un nombre entier, ou une fraction irréduc- 
tible à dénominateur impair; il n'a pas de sens, en particulier, quand 
a est irrationnel. 

Il resterait à montrer que la propriété qu'exprime l'égalité 

(a«)P=a«P, 

établie lorsque a, ^ sont des nombres rationnels, subsiste dans tous 
les cas; afin d'éviter quelques longueurs, je renverrai cette démon- 
stration à un autre Chapitre. 

On peut enfin remarquer, en revenant au cas où a est plus grand 
que I, que la proposition qui termine le numéro précédent ne sup- 
pose nullement que les nombres a', a" soient rationnels; la démon- 
stration de cette proposition repose, en efl'et, sur des propriétés qui 
ont maintenant été étendues au cas des exposants irrationnels. II en 
est de même de cette inégalité 

a» < a*% 
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qui a été le point de départ des explications du n**2o; elle reste vraie, 
en supposant a'<a", lors même que a' et a'' seraient irrationnels; 
elle équivaut, en eflet, à l'inégalité a*'^"*'^!, dans laquelle a"— a' 
est positif; or ^P, si ^ est positif, est plus grand que i , puisque Ton a, 
en désignant par P' un nombre rationnel positif plus petit que p, 
rt?^ aP' et que aP' est plus grand que i . 



§ 3. - EXTENSION DE LIDËE DE COUPURE : ARCS, AIRES. 

26. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer que la définition de 
«*, pour a irrationnel, reposait sur une extension de la notion de 
coupure ; je n'exposerai pas ici les théorèmes généraux auquels donne 
lieu cette extension, dont je me contenterai de donner tout à l'heure 
quelques exemples. 

Auparavant, je veux faire une remarque. On n'a considéré jusqu'ici 
que des coupures pratiquées dans l'ensemble des nombres rationnels; 
on pourrait, tout aussi bien, considérer une coupure pratiquée dans 
l'ensemble des nombres réels, ranger tous ces nombres dans une 
[)remière et dans une seconde classes, tous les membres de la première 
classe étant plus petits que chaque nombre de la seconde classe ; une 
pareille coupure définit encore un nombre, comme on le voit, par 
exemple, en pensant à l'image qui nous a servi plusieurs fois : seule- 
ment, ici, ce nombre a dû forcément être rangé soit dans la première, 
soit dans la seconde classe. On voit sans peine que, dans le premier 
cas, il est le plus grand des nombres de la première classe et que, 
dans le second, il est le plus petit des nombres de la seconde classe. 

Arcs et aires. — Soit à définir la longueur de la circonférence 
d'un cercle (C). Désignons, en général, par p le périmètre d'un 
polygone (p) convexe inscrit dans le cercle, par^' le périmètre d'un 
polygone (/?') circonscrit au cercle; une proposition classique de 
géométrie élémentaire fournit de suite l'inégalité p <Cp'\ d'autre part, 
un raisonnement bien connu permet de montrer que, en choisissant 
pour les polygones {p) et {p') des polygones réguliers d'un même 
nombre décotes, suffisamment grand, la difl^érence /?' — p peut être 
supposée aussi petite qu'on le veut. Ces deux remaiH|ues, en s'aidant 
de la même image qui nous a déjà servi aux n"* 10 et 25, suffisent 
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à définir la longueur de la circonférence comme un nombre plus 
grand que le périmètre d'un polygone convexe quelconque inscrit 
dans le cercle, plus petit que le périmètre d'un polygone quelconque 
circonscrit au cercle. Il suffira, en effet, d'imaginer que sur Taxe X'X 
on ait figuré en bleu, d'une part, les points dont l'abscisse est égale 
au périmètre d'un polygone convexe inscrit ; qu'on ait figuré en rouge, 
d'autre part, les points dont l'abscisse est égale au périmètre d'un poly- 
gone circonscrit, qu'on ail coloré en bleu toute la partie de l'axe 
qui est en deçà d'un point bleu, en rouge toute la partie de la droite 
qui est au delà d'un point rouge, pour reconnaître que la partie bleue 
ne peut empiéter sur la partie rouge, et qu'il ne peut y avoir aucun 
intervalle entre la partie bleue et la partie rouge; ces deux parties 
sont séparées par un point dont l'abscisse est la longueur de la cir- 
conférence. Un polygone inscrit et un polygone circonscrit fournissent 
des valeurs approchées, par défaut et par excès, de cette longueur 
avec une erreur moindre que la différence entre les deux périmètres. 
11 va de soi que cette définition pourrait être présentée sous forme 
abstraite. 

Elle s'étend à la définition de la longueur d'une courbe fermée 
convexe, pourvu qu'on sache établir l'existence de polygones inscrits 
et circonscrits dont les périmètres diffèrent aussi peu qu'on le veut. 

Elle s'étend aussi à la définition de la longueur d'un arc de courbe 
convexe, en particulier à la définition de la longueur d'un arc de 
cercle AB, celle-ci étant plus grande que la longueur de toute ligne 
brisée convexe inscrite dans AB, commençant en A, finissant en B, 
et plus petite que la longueur de toute ligne brisée circonscrite à l'arc 
et limitée aux mêmes points A, B. 

Si l'on considère un troisième point C du cercle, tel que B soit 
compris entre A et C, et si l'on désigne respectivement par a, 6, c les 
longueurs des arcs AC, AB, BC, on aura a=ib -\-c. 

Considérons, en effet, une ligne brisée convexe incrite dans l'arc 
AB, commençant en A, finissant en B, une ligne brisée convexe 
inscrite dans l'arc BC, commençant en B, finissant'^en C, leur réunion 
constituera une ligne brisée inscrite dans l'arc AC; désignons res- 
pectivement par 6', </, a' les longueurs des lignes brisées inscrites 
dans les arcs AB, BC, AC; on aura a'=b'-\-d\ or, en choisissant 
pour les lignes brisées des lignes brisées régulières d'un nombre de 
côtés suffisamment grand, on peut faire en sorte que a', 6', d dif- 
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fèrent aussi peu qu'on le veut de a, 6, c; les deux nombres a et 6 + c 
sont donc égaux, puisqu'il y a des nombres a' = b' -\- c' qui diffèrent 
aussi peu qu'on le veut de l'un ou de l'autre. 

L'aire d'un cercle (C) peut se définir de la même façon. Désignons 
par p l'aire d'un polygone (/>) dont la ligne fermée qui le limite ait 
tous ses points à l'intérieur du cercle C ou sur sa circonférence; par 
p' l'aire d'un polygone (/?') dont la ligne fermée qui le limite ait tous 
ses points à l'extérieur du cercle (C) ou sur sa circonférence ; on aura 
p<^p'. D'un autre côté, en prenant pour les polygones {p) et (/>') 
des polygones réguliers d'un même nombre de côtés, suffisamment 
grand, il est aisé de voir que la différence p' — p peut être supposée 
aussi petite qu'on le veut. 

L'aire du cercle peut, d'après cela, être regardée comme un 
nombre plus grand que l'aire de n'importe quel polygone (/?), plus 
petit que l'aire de n'importe quel polygone (/?'). Cette propriété, en 
vertu d'une démonstration que je crois inutile de répéter, suffit à dé- 
finir cette aire. Les nombres/? et/?' en fournissent des valeurs appro- 
chées avec une erreur moindre que p' — />. 

Il est évident que ce mode de définition s'étend à l'aire d'une 
courbe fermée quelconque, pourvu qu'on sache prouver que, parmi 
les polygones intérieurs à la courbe et les polygones extérieurs, il y 
en a dont les aires diffèrent aussi peu qu'on veut. 

On pourrait ensuite démontrer, d'une façon analogue à celle dont 
on s'est servi pour les arcs, que, si l'on considère deux aires P, Q, 
limitées respectivement par les lignes ABC, DBC, qui ont une partie 
commune, les deux aires n'ayant pas de points communs en dehors 
de la limite commune BC, le nombre P + Q mesure l'aire totale, 
obtenue en supprimant la limite commune BC, et limitée ainsi par 
la courbe ABDC. On suppose, bien entendu, que la définition qui a 
été précédemment esquissée s'applique aux aires considérées. 



EXERCICES. 

1. Calculer les valeurs approchées à o,oi près, par défaut, des nombres 

-, x', ^, e*, v^t: — /?, 
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en supposant 

ir = 3,14159. . ., tf = 2, 71828 



2. Soit a un nombre entier plus grand que i et n un nombre naturel quel- 
onque; la valeur approchée 
peut se mettre sous la forme 



conque; la valeur approchée à — près, par défaut, d'un nombre quelconque A 



. Oit OL9 OLfi 

A„=ao-h — -h -| -+-... -h -^, 
a a* a» 

en désignant par «o un nombre entier et par Sf, Sji •••)>» des nombres entiers 
positifs ou nuls, moindres que a, et ne peut être mise sous cette forme que 
d'une seule façon. 
En supposant a = 2, A = ^2, n = 10, calculer les nombres «qî «m *i • • "> Q^io. 



3. En supposant qu'on ait obtenu, sous la forme indiquée dans Texercice 
précédent, la valeur approchée à — près de A, par défaut, quelle est la valeur 

approchée de A, par excès, à — près ? quelle est la valeur approchée de A par 

défaut, à — près, en supposant que le nombre naturel jd soit inférieur à /i? 



4. En conservant les mêmes notations que dans l'exercice (2), il est clair 
que, si l'on se donne les nombres A et a, le nombre a« est déterminé, quelque 
grand que soit le nombre naturel n : Dans quel cas arrive-t-il que tous les 
nombres «„ soient nuls à partir de l'un d'eux ? Dans quel cas arrive-t-il qu'ils 
se reproduisent périodiquement, à partir de Tun d'eux ? 

Quelle est la période des nombres «i , «i, . . . , a„, . . . , quand on prend a = 2, 

A = l? 

> 

11 ne peut pas arriver que les nombres S}, aj, .... a., soient tous égaux 
à fl — I, à partir de Tun d'eux. 

5. Si l'on se donne, d'une part, le nombre entier a plus grand que 1 et, 
d'autre part, le nombre entier positif, nul ou négatif So, et la suite infinie (^) 
de nombres entiers positifs ou nuls et tous inférieurs à a, 

«1, «j, . . ., a„, . . ., 



(*) Eq disant que la suite a,, a,, ..., a„, ... est infiniCf on entend que chaque 
lerme de cette suite est suivi d'un autre terme; en disant qu'on se r/onne celte suite, 
on entend qu'on se donne le moyen de calculer n'importe quel terme de cette suite 
quand on connaît son rang. 
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il existe un nombre ralionnel ou irrationnel A dont la valeur approchée à — 



près, par défaut, osl 



a a' 



a« 



et cela quel que soit le nombre naturel n, pourvu toutefois que les nombres 
*i» «lî •••» K/o ... ne soient pas, à partir de l'un d'eux, toujours égaux 
à a — I. Si pour n^p on a S/^ = a — i, le nombre A,,, quand n grandit indc— 

finiment, s'approche indéfiniment de la limite kp-\ • 

6. On peut calculer la valeur de a« où a et a sont des nombres positifs donnés, 
avec telle approximation que l'on veut, par des multiplications et des extrac- 
tions de racines carrées : il suffît pour cela de remplacer a par sa valeur 

approchée à — en prenant n suffisamment grand. Montrer comment le calcul 

peut se faire en profitant de la forme indiquée à rexercice 2. 

Calculer de cette façon 3^* en se servant de la valeur approchée de ^ a 

à -^ près : Sur quelle approximation peut-on compter ? 

7. On donne une suite infinie ai, a», ..., a,„ ... de nombres entiers, tous 
plus grands que i. 

La valeur approchée d'un nombre A à près, par défaut, peut m' 

a\a^ , . . an 

mettre, et cela d'une seule façon, sous la forme 



où oco désigne un nombre entier et ai, at, ..., a„ des nombres entiers tous 
positifs ou nuls, respectivement inférieurs à O], aj, . . ., a„. 

Calculer les nombres a©, ai, a», «s, «^ en supposant A = 2, 7182818... 
et ai = 2, aj=3, . . ., a,/ = /i -4- I, .... 

Supposons, en revenant au cas général, qu'on ait mis la valeur approchée 

de A à près, par défaut, sous la forme indiquée plus haut, o«»in- 

axat^^.a„^ * 

ment peut-on mettre sous la même forme, la valeur approchée de A à 

'^ aiUf . . , a , 

près, par excès, la valeur approchée de A à près, par défaut, en 

cti cil • • • ^p 

supposant le nombre naturel p inférieur à n ? 

8. Si, dans l'exercice précédent, on suppose que n croisse indéfiniment, le 
nombre «« est évidemment déterminé, pour chaque valeur de n, quand on se 
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donne A. Montrer qu'il ne peut pas arriver que Ton ait pour toutes les valeurs 
de n égales ou supérieures à /?, a« = a„ — i. 

Si Ton suppose, comme dans l'exemple numérique de l'exercice précédent, 
^ue l'on ait 

ai = 2, «2=3, ..., rt;,= n-4-i, ..., 

les nombres S], ^2, . . ., ac/i seront tous nuls à partir de l'un d'entre eux si A 
e«it rationnel, et seulement dans ce cas. 

9. Si l'on se donne, d'une part, la suite infinie de nombres entiers ai, aj, . . ., 
a,,, ..., tous plus grands que i, d'autre part le nombre entier ao, et la suite 
infinie de nombres entiers positifs ou nuls oti, a^, . . ., a», . . . respectivement 
plus petits que aj, as, .. ., an-, il existe un nombre A tel que la valeur appro- 
chée de ce nombre à près, par défaut, soit ésale à 

«1 «j ...«/» *^ ^ 

■A./J = ao H h 



et cela quel que soit n, pourvu que l'on n'ait pas an= an — i pour toutes les 
valeurs de n supérieures ou égales à un nombre naturel p. 

Dans le cas où l'on a a«= a» — i pour toutes les valeurs de n supérieures 
ou égales à/?, le nombre A;,, quand n grandit indéfiniment, s'approche indé- 
finiment de la limite A«h • 

ai as ... ay, 

10. A quelle condition les nombres rationnels a, 6, a', b' doivent-ils satis- 
faire pour que l'expression 

aA H- b 
a'A-hb' 

où A est un nombre irrationnel, soit un nombre rationnel ? . 

il. Si a et 6 sont des nombres rationnels positifs, le nombre v^a -h ^b ne 
peut être rationnel si a et 6 ne sont pas les carrés de nombres rationnels. 11 
en est de même de /a — /6, en supposant a différent de b. 

12. Si a, b sont des nombres rationnels et si l'on a ^ > o, les expressions 
(a + /6)', (a — v^)' ne peuvent pas être des nombres rationnels, à moins 
que b ne soit le carré d'un nombre rationnel. 

13. On ne peut pas avoir une relation de la forme 

a v^ -4- 6 v^ -h c = o. 



58 CHAPITRE I. 

OÙ a, 6, c, a sont des nombres rationnels si a n'est pas le cube d'un nombre 
rationnel ou si a, 6, c ne sont pas nuls à la fois. 

14. En désignant par a, b des nombres rationnels satisfaisant aux condi- 
tions a > o, a' > 6, les conditions nécessaires et suffîsantes pour que Texpres- 

sion \a -h /Â -h \a — ^b soit un nombre rationnel consistent en ce que 
a'^ — b doit être, ainsi que » le carré d'un nombre rationnel. 

15. On a 



y a -4- 2 /n /a -— //i* -+■ y a — 2 m ^a — wi' = im 



\a -+- 2 /n /a — m* -h V ^ — 2 m ^a~^^ln^ = 2 /â~^^"m*, 
suivant que l'on a 2 m' > a > /n' ou a > 7.m-. 

16. Trouver deux nombres entiers a, p tels que l'on ait 

V 7 -i- 5 ^2 = a -4- p ^2 . 

17. Si a, 6 sont des nombres rationnels tels que (a — b^)b soit positif, le 
nombre 



est rationnel. On montrera que les quantités qui figurent sous les racincî^ 

cubiques sont les cubes d'expressions de la forme a -4- Pi/ — 7/ — ' ^^ dési- 
gnant par a, ^ des nombres rationnels. 



CHAPITRE II. 

POLYNOMES. 



§ 1. - PRÉLIMINAIRES. 

27. Je rappelle tout d'abord quelques définitions. 

Si l'on considère une ou plusieurs lettres x^y, z^ ... susceptibles 
de prendre telles valeurs qu'on voudra, un monôme en x^y, z, ... 
est un produit de facteurs dont l'un (coefficient) est un nombre, dont 
chacun des autres est représenté par quelqu'une des lettres x^y, 
w, . , . : le nombre de ces derniers facteurs est le degré du monôme. 
Le monôme prend une valeur numérique déterminée quand on attri- 
bue des valeurs numériques déterminées aux variables x^y^z^...: 
c'est ce qu'on entend en disant qu'il est une fonction de ces variables. 
Si l'on n'attribue pas une valeur numérique déterminée à ces varia- 
bles, le monôme est une simple écriture, caractérisée, d'une part par 
son coefficient, d'autre part par le nombre de facteurs Xj le nombre 
de facteurs y^ .... 

Lorsque le monôme est précédé du signe + ou du signe — , on 
regarde ce signe comme attaché au coefficient, que l'on écrit d'habi- 
lude avant les variables : — 3xxy est un monôme dont le coefficient 
est — 3. Le coefficient d'un monôme peut d'ailleurs être i ou — i : 
tel serait le cas pour les monômes xx, — xy. 

Le coefficient d'un monôme peut être représenté par une lettre 
que l'on choisira habituellement parmi les lettres de l'alphabet éloi- 
{;nées de celles qui représentent les variables. Axxy est un monôme 
dont le coefficient est A. Sans doute cette lettre peut représenter des 
nombres distincts; mais, si on lui attribue des valeurs distinctes, on 
aura affaire à des monômes distincts. Dans un même monôme, le 
coefficient, s'il est représenté par une lettre, est une constante; cette 
lettre joue un rôle tout à fait différent de celles qui figurent les va- 
riables. 
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Deux monômes qui ne diffèrent que par le coefficient sont dits 
semblables. Deux monômes sont identiques si les coefficients sont 
les mêmes, et s'ils contiennent le même nombre de facteurs x, le 
même nombre de facteurs^, .... 

Il est naturel de grouper ensemble les facteurs égaux à x, ceux qui 
sont égaux k y^ . . . , et d'employer la notation des exposants pour 
représenter les produits partiels des facteurs a:, des facteurs y^ ... : 
ces exposants sont des nombres naturels : si le facteur x entre n fois 
dans un monôme, si le facteur y entre/) fois, . . ., le monôme est dit 
du degré n en x^ du degré p en j^, .... Le degré du monôme en a:, 
y^ z^ ... est la somme des exposants dont sont affectées ces lettres. 

Une lettre x, y, 3, ... qui n'entre qu'une fois comme facteur doit 
être regardée comme affectée de l'exposant i , qui ne s'écrit pas. 

Il peut être commode de regarder celles des lettres x, y, z, . . . qui 
n'entrent pas effectivement dans le monôme comme y figurant cepen- 
dant et comme étant affectées de l'exposant o (n° 22). 

Enfin, il peut encore être commode de regarder un nombre, ou 
une constante, comme étant aussi un monôme en x^ y^ z^ . . . , de 
degré o par rapport à chacune de ces variables. 

La somme de plusieurs monômes ena?,j^, >s, . . . est, par définition, 
un polynôme en:r,y, ^, . . . ; un polynôme peut d'ailleurs se réduire 
à un seul monôme; parmi les monômes qui constituent un polynôme 
(les termes du polynôme) peut figurer une constante. Un polynôme 
prend une valeur numérique déterminée quand on attribue des va- 
leurs numériques aux variables :r,^, >5, . . . ; c'est une fonction de ces 
variables. Quand on n'attribue pas de valeurs déterminées à ces va- 
riables, le polynôme est une simple écriture dont les éléments essen- 
tiels sont les coefficients et les exposants qui caractérisent chacun de 
ses termes. Le polynôme est dit réduit lorsqu'il ne contient pas deux 
monômes semblables; étant donné un polynôme, on peut toujours 
effectuer la réduction des termes semblables, c'est-à-dire remplacer 
l'ensemble des monômes semblables par un seul monôme qui leur soit 
semblable et dans lequel le coefficient est la somme algébrique des 
coefficients des termes semblables, et supprimer les termes dont le 
coefficient serait nul : le polynôme que l'on obtient ainsi prend la 
même valeur numérique que le proposé quand on attribue aux varia- 
bles x^ y^ z^ ... des valeurs numériques, d'ailleurs quelconques. 

Lorsqu'un polynôme en :r, ^', 5, ... est réduit, son degré, en x^ est 
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l'exposant le plus élevé dont est affectée la lettre x dans celui ou ceux 
des monômes constitutifs du polynôme qui la contiennent avec le plus 
fort exposant. De même pour les degrés en ^, en ^, .... Relative- 
ment à l'ensemble des variables x^y^ z^ . . ., chaque terme du poly- 
nôme, que je suppose toujours réduit, a un degré, la somme des 

exposants dont sont affectées, dans ce terme, les lettres x^ y^ z, 

Le plus grand de ces degrés est le degré du polynôme en x^y^z^ ,., ; 
quand tous ses termes sont de même degré, le polynôme est dit homo- 
gène. 

Deux polynômes sont dits identiques lorsque, étant réduits, ils 
sont composés des mêmes monômes. Leurs valeurs numériques sont 
alors les mêmes quand on attribue aux variables un système de valeurs 
numériques. 

L'ordre dans lequel sont écrits les termes du polynôme réduit 
n'importe pas. Toutefois, il est souvent commode de ranger ces termes 
dans un ordre déterminé, di ordonner le polynôme. Quand il ne con- 
tient qu'une variable, on range les termes par degrés croissants, ou 
décroissants; c'est ce qu'on appelle ordonner le polynôme par rap- 
port aux puissances croissantes ou décroissantes de la variable. 

On déduit des règles relatives à l'addition, à la soustraction, à la 
nmltiplication des nombres des règles qui permettent, deux poly- 
nômes étant donnés, de trouver un polynôme réduit dont la valeur nu- 
mérique soit toujours égale, quel que soit le syslème de valeurs 
numériques attribuées aux variables, à la somme, à la différence, ou 
au produit des valeurs numériques des polynômes donnés. Je ne 
reviens pas sur ces règles, bien connues du lecteur. Que la solution 
qu'elles fournissent des problèmes posés soit la seule possible, c'est 
ce qui sera établi tout à l'heure. 

L'objet propre de l'Algèbre est l'étude des polynômes à différents 
points de vue; une des parties les plus importantes de cette étude est 
la recherche des systèmes de valeurs qu'il faut attribuer aux variables 
pour que la valeur du polynôme soit nulle : c'est la théorie des équa- 
tions algébriques. Je commencerai par l'étude des polynômes à une 
variable, en me plaçant surtout au point de vue de la façon dont la 
valeur du polynôme dépend de la valeur de la variable. Il est intéres- 
sant, en particulier, de savoir si la valeur du polynôme croît ou dé- 
croît, quand la valeur de la variable croît ; quel est le signe de la 
valeur du polynôme, etc. 
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Au lieu de dire valeur du polynôme pour une valeur déterminée 
delà variable, il m'arrivera fréquemment de dire simplement fe /?o/;^- 
nome par une ellipse un peu incorrecte. C'est ainsi qu'on dit : le 
polynôme est nul, il croit, il décroît, 

28. L'étude de la variation a été faite dans les éléments pour les 
polynômes en x du premier et du second degré ax + 6, ax'^ -h bx + c 
(e/, è, c sont les coefficients; a est supposé différent de o). 

On sait de quelle commodité, pour cette étude, est la représenta- 
tion graphique. 

Après avoir fait choix d'un système d'axes coordonnés rectangu- 
laires OX, OY, dont l'origine est le point d'intersection O, d'une 
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unité de longueur, d'un sens positif sur chacun des axes, on fait cor- 
respondre à chaque point M du plan ses coordonnées x^y^ c'est-à-dire 
les deux équivalents algébriques des vecteurs OP, OQ dont les extré- 
mités sont les projections orthogonales P, Q du point M sur les axes, 
et à chaque système de nombres relatifs x^ y le point dont ces 
nombres sont les coordonnées, le premier étant Vabscisse, le second 
V ordonnée. 

On sait que le lieu des points M, de coordonnées x^ y^ pour les- 
quels on diy =z ax -h b est une droite (dont on dit que y =z ax -\- b 
est l'équation) : a est le coefficient angulaire ou la pente de cetle 
droite et de toutes ses parallèles; c'est l'ordonnée du point d'abscisse 
égale à i, pour la parallèle à la droite considérée qui passe par l'ori- 
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gine, parallèle dont réquation est j^ = ax : cette parallèle est, ou non, 
située dans Fangle des coordonnées positives et dans l'angle opposé 
par le sommet suivant que a est positif ou négatif. 
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Si Ton suppose que le point variable P, d'abscisse ^, se déplace sur 
laie des x de gauche à droite, que x croisse de — oo à -f- oo, on voit 
sur les ligures comment l'ordonnée y= ax -{- b du point M croît 
(Je — 00 à H- 00, ou décroît de + oo à — oo, suivant que a est positif 
ou négatif. Le nombre y = ax + b est de signe contraire à a, tant 

que X n'a pas atteint la valeur pour laquelle y est nul, c'est- 
à-dire tant que le point P est à gauche du point A, où la droite ren- 
contre l'axe des x ; y est au contraire du même signe que a lorsque x 

a dépassé la valeur , quand le point P est à droite de A. 

11 est commode d'imaginer que le point variable P, d'abscisse x^ 
se meut sur l'axe des x d'un mouvement uniforme avec une vitesse 
égale à 1, en passant à l'origine à l'époque o, en sorte que cette ab- 
scisse X représente le temps, mesuré avec une unité convenable. Le 
point Q, correspondant à x^ se meut alors d'un mouvement uniforme 
sur l'axe des j^, avec une vitesse égale à a, en montant ou en descen- 
dant constamment suivant que a est positif ou négatif : il est en O 
quant le point P est en A ; il se déplace plus ou moins vite suivant 
que la valeur absolue de a est plus ou moins grande, que la pente de 
la droite est plus ou moins forte. 

Si l'on considère une droite quelconque (D), non parallèle à l'axe 
des j', les coordonnées x^ y d'un point quelconque de cette droite véri- 
iieront une équation j^ = a ic -h 6, dans laquelle les constantes a et 6 
(la pente et l'ordonnée à l'origine de la droite) caractérisent la posi- 
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lion de la droite. Si celle-ci doit passer par un point de coordon- 
nées x\y^ on doit avoir 

y=ax'-^b^ b=y — ax\ 
et son équation peut, par suite, s'écrire 

r — y= a{x—x'); 

telle est l'équation d'une droite dont la pente est « et qui passe par 
le point x\ y. 

Si :r", y sont les coordonnées d'un point de cette droite, autre que 
le point de coordonnées x'^ y'^ on aura 

X — X 

ainsi la pente d'une droite qui joint deux points est égale à la diffé- 
rence des ordonnées de ces deux points, divisée par la différence de 
leurs abscisses. En particulier, la pente d'une droite qui joint l'origine 

au point dont les coordonnées sont x\y est —• 

y' y' . 

La formule ~r3^> qui donne la pente de la droite qui joint les 

deux points de coordonnées :f', y et a^', y" représente aussi la vitesse 
d'un point qui se mouvrait uniformément sur l'axe des j^ et qui, aux 
époques :r', a/', passerait aux points dont les ordonnées sont j^', j^". 

L'équation de la droite qui joint les deux points de coordon- 
nées x\ y et x"^ y, ou l'équation du mouvement uniforme sur l'axe 
des y du point qui, aux époques x\ a?", passe aux points dont les 
ordonnées sontj^',^, est 

dans le dernier cas, x représente le temps. 

La variation du trinôme du second degré ax^-\- bx H- c, la forme 
et la disposition de la parabole lieu des points dont les coordon- 
nées x^ y vérifient l'équation 

y = ax^-^ bx -I- c, 
résultent aisément de ce qu'on vient de dire sur la variation d'un 
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binôme du premier degré et de l'identité 

je ne m'y arrêterai pas, non plus qu'à la façon dont le point Q, d'or- 
donnée^, se déplace sur l'axe des y^ quand le point P d'abscisse x 
se meut uniformément sur l'axe de a?, de gauche à droite. 

29. Considérons encore la fonctionna?', où a est un nombre diffé- 
rent de o, et /2 un nombre naturel. 

Le cas où n est égal à i a été étudié plus haut : on peut l'écarter. 

Comme le produit de deux ou plusieurs nombres positifs augmente 
quand ces nombres augmentent, il est clair que x'*^ croît de o à + oo, 
quand x croît de o à -h c» : d'un autre côté, quand on chans:e x en 
— X, x^ se change en — j;", ou ne change pas, suivant que n est 
impair ou pair. Il suffit de ces remarques pour reconnaître, grossiè- 
rement, que la courbe définie par l'équation y = ax'* a l'une des 
quatre formes figurées ici. 
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Fig. 8, 9, lo, II. 





Les deux premières figures se rapportent au cas où n est impair, la 
première au cas où a est positif, la seconde au cas où a est négatif; 
Torigine est alors un centre de symétrie pour la courbe, parce que 
deux points, dont les coordonnées sont des nombres symétriques, sont 
eux-mêmes symétriques par rapport à l'origine. 

Les deux dernières figures se rapportent au cas où n est pair, la 
troisième au cas où a est positif, la quatrième au cas où a est négatif. 
Dans ce cas l'axe desj^ est, pour la courbe, un axe de symétrie. 

Dans tous les cas, ax"^ est nul pour a: = 0; dans le premier cas 
(n impair, a>o), pour a?=o, ax'^ est plus petit que pour les 
valeurs de a? un peu plus grandes que o, et plus grand. que pour 
T. 5 
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les valeurs de x un peu plus petites que o : on dit que a^", pour 
j: = o, est une fonction croissante. Dans le second cas {n impair, 
a<Co) pour :r = o, ax" est plus grand que pour les valeurs de x un 
peu plus grandes que o, et plus petit que pour les valeurs de x un 
peu plus petites que o : on dit que « x", pour a: = o, est une fonction 
décroissante. 

Dans le troisième cas [n pair, a>o), pour j: = o, ax'^ est plus 
petit que pour les valeurs de x voisines de o, positives ou négatives : 
on dit que pour :r = o, ax'^ passe par un minimum] dans le qua- 
trième cas, enfin (n pair, a<;o), pour :r = o, ax" est plus grand 
que pour les valeurs de x voisines de o, positives ou négatives : on dit 
que ao:", pour a? = o, passe par un maximum. 

Lorsque x est nul, ax'^ est nul; quand x est voisin de o, ax" est 
voisin de o. Il est aussi voisin de o qu'on veut, pourvu que x soit lui- 
même suffisamment voisin de o. D'une façon précise, si l'on se donne 
un nombre positif a, aussi petit que l'on veut, on peut trouver un 
nombre positif 3, tel que ax'^ soit certainement plus petit que a, en 
valeur absolue, pourvu que x soit plus petit que jS, en valeur absolue, 
tel, en d'autres termes, que la condition |:c|<;p entraîne l'inéga- 
lité | ax"| < a. 

Cette dernière inégalité, en effet, est vérifiée, pourvu que l'on ait 

il suffira donc de prendre (3 =i/| — i • 

Le fait que ax'^ est aussi petit que l'on veut, en valeur absolue, 
pourvu que x soit suffisamment petit en valeur absolue, s'exprime en 
disant que ax'* est infiniment petit avec x. 

En supposant que le nombre naturel p soit plus grand que /i, bxP 
est infiniment petit avec x^ de même que ax'^. On dit que bxP est 
infiniment petit par rapport à «jc", en entendant par là que le rapport 

= - xP~*^ est infiniment petit avec x, 

ax'^ a ^ 

Pourvu que x soit suffisamment petit, hxP est petit par rapport 
à ax'^ (note du n° 19). Il est à peine utile de dire que les nombres 
rt, b sont supposés différents de o. 

Considérons, par exemple, les expressions 2,x^^ looox* et ne consi- 
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dérons que des valeurs de x moindres que 0,01 en valeur absqlue; 
ix^ restera, en valeur absolue, moindre que 0,0002 et loooa:*, 
moindre que 0,0000001; si, sur une feuille de dessin, on voulait 
fi^rer les deux courbes dont les équations sonty = 2^^, jk = ï ooox^^ 
en prenant le mètre pour unité de longueur, la portion de la première 
courbe dont les points ont une abscisse moindre qu'un centimètre, en 
valeur absolue, ne pourrait guère se distinguer de l'axe des x\ la 
portion analogue, pour la seconde courbe, ne s'en distinguerait nulle- 
ment; celte courbe ne paraîtrait guère se séparer de l'axe des x que 
pour les points dont l'abscisse serait comprise entre quatre et cinq 
centimètres. 

En particulier, si n est plus grand que i, a^" est infiniment petit 
par rapport à x^ ou un infiniment petit d'ordre supérieur à x. Quand x 
est suffisamment petit, en valeur absolue, a.r" est, en valeur absolue, 
beaucoup plus petit que x. 

Considérons la courbe dont l'équation est j^ = ax^\ le rapport 



X 



est la pente de la droite qui joint le point O au point M de la courbe, 
qui a pour coordonnées a? et j^ = ax'^\ pourvu que x soit assez petit 
en valeur absolue, pourvu que le point M soit suffisamment voisin 
du point O, cette pente est aussi faible qu'on veut, la droite qui joint 
le point O au point M s'écarte aussi peu qu'on veut de l'axe des x : 
C'est ce qu'on exprime en disant que l'axe des x est tangent à la 
courbe au point O. Ceci suppose /i > 1 . 

Lorsque n est impair la courbe traverse la tangente en O : le 
point est un point d'inflexion. 

Lorsque n est pair, aux environs du point O, la courbe est tout 
entière d'un côté ou de l'autre de l'axe de x : c'était pour les anciens 
la propriété caractéristique de la tangente. 

Dans tous les cas, la distance MP du point M à la tangente est 
beaucoup plus petite que OP, pourvu que P soit assez près de O. 

Quand x est très grand en valeur absolue, ax" est lui-même très 
grand en valeur absolue. D'une façon précise : 

Quelque grand que soit le nombre positif A, on peut trouver un 
nombre positif B tel que la condition |;r|>B, entraine l'inégalité 
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I ax" I > A. On pourra prendre 



B 



n/ A 



On dit que ax^ est infiniment grand avec x. 

Si l'on suppose p> n^ bxP est infiniment grand par rapport à ax'^s 
c'est-à-dire que le rapport de bxP à ax'^ finit par être aussi grand 
qu'on le veut, en valeur absolue, pourvu que x soit suffisamment 
grand, en valeur absolue. En particulier, si n est plus grand que i, 
ax^ est infiniment grand, par rapport à x. 

Par exemple, on a vu que, pour les valeurs de x suffisamment voi- 
sines de o, la courbe dont l'équation estjK== looo^* est située entre 
l'axe des x et la courbe dont l'équation est y = 2:c-, beaucoup plus 
près de l'axe que cette dernière; pour les grandes valeurs positives 
de x^ au contraire, la première courbe monte beaucoup au-dessus de 
la seconde. 



§ 2. - ÉTUDE D UN POLYNOME A UNE VARIABLE POUR LES VALEURS 
DE LA VARIABLE VOISINES DE Z£R0. 

30. On verra tout à l'heure comment l'étude d'un polynôme en x, 
pour les valeurs de x qui avoisinent un nombre quelconque Xqj se 
ramène à l'étude d'un autre polynôme pour les valeurs de la variable 
qui sont voisines de o. C'est sur cette étude fort importante que je 
vais m'arrêter. 

Lorsqu'on veut étudier un polynôme en x pour les valeurs de x 
voisines de o, il convient d'ordonner ce polynôme par rapport aux 
puissances croissantes de x^ parce que, alors, chaque terme est petit, 
en valeur absolue, par rapport à ceux qui le précèdent, pourvu que x 
soit suffisamment petit en valeur absolue. 

Considérons, par exemple, le polynôme 

3 — 'zx -h ^sp^ — 5x^ H- a?*; 

chaque terme sera plus petit, en valeur absolue, que le terme qui le 
précède, si x est, en valeur absolue, inférieur au plus petit des 
nombres 

h h -l 5, 
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t*'esl-à-dire plus petit que ^. Supposons qu'on n'ait aflaire qu'aux 
valeurs de x qui vont de — -^ à -f- y^, ou, comme on dit, qui appar- 
tiennent à l'intervalle (*) ( — y^, 4-7^); les termes — ix^ ^x^^ 
— 52r', x^ resteront tous petits ; la valeur du polynôme sera à peu 
près égale a 3, c'est une première valeur approchée. Une valeur plus 
approchée sera fournie parcelle de 3 — 2jr, car l'erreur que l'on 
commet en substituant la valeur de 3 — ix à celle du polynôme, 
r*esl-à-dire la valeur du polynôme fyx- — Sx* + ^*, sera très petite; 
puisque les valeurs (absolues) de 4^', — 3^'? ^* sont petites par 
rapport à celle de J7. 3 — 'ix est une expression approchée du poly- 
nôme, beaucoup plus facile à calculer que ce polynôme lui-même, et 
dont il suffira, dans bien des cas, de connaître la valeur. L'expres- 
sion 3 — '^x -\- l\x'^ sera de même une expression plus approchée du 
polynôme, etc. 

Si, par exemple, on veut calculer la valeur du polynôme pour 
x:= 0,0020, en se servant des expressions approchées 3, 3 — 2^, 
i — 2J? -f- 4^^j on trouvera les valeurs approchées 

3, î,995o, 2,995o25ou; 

tandis que la valeur exacte est 2,9950249219140625. Il n'y a pas de 
science d'observation, si précise soit- elle, où cette valeur exacte 
importe, ait même quelque signification; la première valeur appro- 
chée, bien souvent, et la seconde, presque toujours, suffiront ample- 
ment dans la pratique. 

Ces observations semblent n'avoir qu'une valeur pratique; on va 
voir qu'elles ont une très grande importance théorique. Il est d'ail- 
leurs clair qu'elles ont besoin d'être précisées, car elles tomberaient 
en défaut s'il y avait dans le polynôme un coefficient très grand ; 
S — 20: ne fournirait pas, pour a: = o,oo25, une valeur approchée du 
polynôme 3 — ix -\- ^x'^ — 5a:'+ lo^"^^ 

Observons d'abord que si, dans un polynôme, on remplace tous 
les coefficients par leur valeur absolue et x par sa valeur absolue, ou 
un nombre plus grand, on ne peut qu'augmenter la valeur absolue du 
polynôme. Si, en particulier, on ne veut considérer que des valeurs 



(') Si a, b sont des nombres dislincts V intervalle (a, 6) est Tensemblc des 
nombres a, b et des nombres réels compris entre a, b. 
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de la variable qui soient, en valeur absolue, au plus égales à i , il est 
clair que la valeur absolue du polynôme sera au plus égale à la somme 
des valeurs absolues de ces coefficients. D'un autre côté lorsque, dans 
un produit de facteurs positifs, on remplace un des facteurs par un 
nombre plus grand, on ne peut qu'augmenter le produit. 

Ces simples remarques nous fournissent un moyen simple d'évaluer 
des limites des erreurs que l'on commet en procédant comme on vient 
de l'expliquer. 

Si, par exemple, on revient au polynôme 

3 — 'kx -f- 4a:* — 507' -4- a:*, 

cl si l'on désigne par x' la valeur absolue de x^ supposée inférieure 
à I , on voit que les erreurs que l'on commet quand on substitue au 
polynôme les expressions approchées 3, 3 — 2^, 3 — ix-\-^x^^ à 
savoir les valeurs des polynômes 

— 23:- -H 4^*— 5a:5-f-ir*= x(— 1 — f\X — 5ir«-4-ar'), 

4 a:* — 5 r» -+- a?* = ar* ( 4 — :î ar -h a:* ), 

— 5a7'-har* = a7'( — 5 -f- a*), 

sont respectivement moindres, en valeur absolue, que 

a?'('2-f-4-h 5-î-i)= \'xx\ 
ar'2(4 -1-5 -h 1) =\ox'^, 
a7''(5-hi) =6ar'», 

et par conséquent, si x' est moindre que 0,01, respectivement 
moindres que 

o,T2, 0,001, 0,00000(1. 

Si l'on prenait le mètre pour unité de longueur, et si l'on voulait 
construire, sur une feuille de papier à dessin, la- partie de la courbe 
définie par l'équation 

y — 3 — aar-t- 4^* — 5a?'-ha:^ 

qui correspond aux valeurs de x comprises entre — 0,01 et 0,01. 
cette partie de courbe différerait peu de la droite dont l'équation esl 

^=3 — aa-, 
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et ne pourrait pas se distinguer de la parabole dont l'équation est 

31. Les propriétés des polynômes ordonnés suivant les puissances 
croissantes de x vont toutes se déduire du théorème suivant : 

Si un polynôme en x ne contient pas de terme constant, ce 
polynôme, qui s* annule pour x = o, reste aussi petit qu'on veut, en 
valeur absolue, pouf^vu que x soit suffisamment petit en valeur 
absolue. En d'autres termes, un tel polynôme est infiniment petit 
avec X, 

Quand il ne contient pas de terme constant, un polynôme est nul 
pour X = o; réciproquement, pour que la valeur d'un polynôme ré- 
duit soit nulle pour a; = o, il faut évidemment que le terme constant 
soit nul; tel est, par exemple, le polynôme, ordonné suivant les 
puissances croissantes de x^ 

Si l'on désigne par x' la valeur absolue de x^ la valeur absolue du 
polynôme ne peut dépasser 

ni a fortiori 

(2-hH-3-t-4)a?'3= ioar'3, 

si x' est moindre que i . 

Si x' est très petit, il en sera de même de lox'^, a fortiori de 
la valeur absolue du polynôme; quand x reste voisin de o, la 
valeur du polynôme reste elle-même voisine de o; d'une façon 
précise : 

Si Von considère un polynôme en x, sans terme constant^ et 
si Von se donne un nombre positif cl^ aussi petit qu'on le veut, on 
peut fixer un nombre positif^, tel que le polynôme reste^ en va- 
leur absolue, moindre que cl, pourvu que x soit moindre que j3 en 
valeur absolue. 

Pour que le précédent polynôme, par exemple, reste moindre que 
0,01, en valeur absolue, il suffira de supposer x'<I 0,1. 
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Si un polynôme en x contient un terme constant, sa valeur, pour 
X = o, est celle de ce terme constant : je vais montrer que, si x reste 
voisin de o, la valeur du polynôme reste voisine de celle de ce terme 
constant. 

Considérons, par exemple, le polynôme ordonné suivant les puis- 
sances croissantes de x^ 

— 5 + 20?' — a?* + 3 a?* — 4 ^* ; 

sa valeur, pour a? = o, est — 5 ; sa valeur, pour n'importe quelle 
valeur j?© de x^ s'obtient en faisant la somme de — 5 et de la valeur, 
pour.r = a7o, du polynôme ix^ — x^H-S^* — ^x^', qui ne contient 
pas de terme constant; cette dernière valeur sera voisine de o, si x 
est voisin de o. La différence entre la valeur du polynôme proposé et 
la valeur — 5 qu'il prend pour a? = o reste, en valeur absolue, aussi 
petite qu'on le veut, pourvu que x reste suffisamment voisin de o. 
En d'autres termes, qui s'appliquent d'ailleurs, soit que le polynôme 
comporte un terme constant, soit qu'il n'en comporte pas : 

Si Von se donne un nombre positif a, on peut lui faire cor- 
respondre un nombre positif p tel que la différence entre les 
valeurs que le polynôme prend pour x = o et pour x = Xo soit 
moindre que a en valeur absolue, pourvu que Xq soit lui-même 
moindre que [i en valeur absolue- 

C'est ce que l'on exprime d'une façon abrégée en disant que tout 
polynôme en x est une fonction continue de x, pour x =o. 

Un polynôme en x, qui contient un terme constant^ ne s'annule 
pas pour les valeurs de x suffisamment voisines de o ; pour ces 
mêmes valeurs, il est de même signe que son premier terme. 

Il suffira de prendre, dans l'exemple précédent, a inférieur à la 
valeur absolue 5 du terme constant, et de déterminer j3 de façon que 
la valeur absolue du polynôme 2X^ — x^-{-3x^ — 4^® soit moindre 
que a ; on sera certain que, si x est moindre en valeur absolue que p, 
le polynôme 

— 5 -h 237* — x^-h 3ar*— ix^ 

ne sera jamais nul, et qu'il sera toujours du signe de — 5. 
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C'est ce qui arrivera, par exemple, si Ton prend 

Pour les valeurs de x, autres que o, mais suffisamment voisines 
de G, un polynôme ordonné suivant les puissances croissantes 
de X et ne contenant pas de terme constant ne s'annule pas et est 
du même signe que son premier terme. 

G)nsîdérons, par exemple, le polynôme 

Sa valeur est égale au produit de x^ par celle du polynôme 

celle-ci, pourvu que x ne soit pas nul et soît moindre, en valeur 
absolue, qu'un nombre positif convenablement choisi, est différente 
de et du même signe que 2; son produit par x^ sera donc, dans les 
mêmes conditions, du même signe que 20:', et ne s'annulera que 
pour X =:o. 

Le polynôme 20:' — ^x^-{-ziX^ est nul pour a: = o, positif pour ^ 
un peu plus grand que o, négatif pour x un peu plus petit que o, de 
même que ^x^\ les valeurs qu'il prend pour des valeurs de x un peu 
plus grandes ou un peu plus petites que o sont respectivement plus 
grandes ou plus petites que celles qu'il prend pour x=^o. C'est 
ce qu'on exprime en disant que le polynôme est, pour ^ = o, une 
fonction croissante de a: (n" 29). 

Soit, en général, ax'^ le premier terme d'un polynôme ordonné 
suivant les puissances croissantes de x^ dans lequel ne figure pas de 
terme constant. Pour :f = o, le polynôme sera nul, comme ax"^\ 
pour X voisin de o, le polynôme sera du même signe que «Jc"* : le 
polynôme sera, comme ax'", plus grand ou plus petit que la valeur 
qu'il prend pour j? = o; le polynôme, au point de vue de la variation, 
se comporte, pour j? = o, comme son premier terme ax"^. Si m est 
impair, il sera croissant ou décroissant, suivant que a sera positif ou 
négatif. Si m est pair, le polynôme, suivant que a sera positif ou né- 
gatif, passera, pour 57 = 0, par un minimum ou un maximum, c'est- 
à-dire qu'il sera, pour les valeurs de x voisines de o, positives ou né- 
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galives, plus grand que pour x = o, dans le premier cas, plus pelil 
que pour a: = o, dans le second cas. 

Si le polynôme contient un terme constant, ce terme constant 
n'influe pas sur le sens de la variation : on n'en tiendra pas compte, 
et l'on regardera seulement le terme «x"*, du plus bas degré, eu 
dehors du terme constant. Pour x = o, le polynôme sera croissant 
ou décroissant, présentera un minimum ou un maximum, dans Jes 
mêmes conditions que ax'^. Seulement, sa valeur, pour x = Oy sera lo 
terme constant, au lieu d'être o, comme dans le cas précédent. 

Considérons, par exemple, le polynôme 

2 — 2a: -h 4^7* — 5a;'-ha7* 

et la courbe définie par l'équation 

^ = 3 — *ix -h 4a;* — 5a;' -h a;*, 

ou plutôt la portion de cette courbe qui correspond à des valeurs dex 
voisines de o. 
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Pour x:=Ojy est égal à 3; 3 est l'ordonnée du point A de la 
courbe situé sur l'axe des y; pour avoir les ordonnées des autres 
points il faut ajouter à 3 la valeur de — 2X -h 4^^ — S^r^-j- .r* ; poul- 
ies valeurs de x voisines de o, la valeur de ce polynôme est positive 
si X est négatif, négative si x est positif; la valeur de y est d'abord 
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un peu plus grande que 3, puis un peu plus petite; à gauche de 
l'axe des j' la courbe est au-dessus de la droite A.-V; à droite, elle est 
au-dessous : pour j; = o, le polynôme est décroissant. Considérons 
la droite dont Téquation est y =: 3 — ix^ droite que le lecteur sait 
tracer; pour les valeurs de x voisines de o, l'ordonnée de cette droite 
diffère peu de celle de la courbe; à un point M' de la droite corres- 
pond un point M de la courbe, de même abscisse x ; on obtient l'or- 
donnée de ce point M en ajoutant à l'ordonnée 3 — ix du point M' 
la valeur du polynôme 4^^ — 5a:' -f- x^ : cette valeur est l'équivalent 
algébrique du vecteur M'M, en prenant pour direction positive, sur 
les parallèles à l'axe desjK? la même direction que sur cet axe. 

Le polynôme 4^^ — 5x^-^x^ est positif, quand x est voisin de o : 
la courbe est au-dessus de la droite ÂB, de part et d'autre de A. 
Cette droite est tangente à la courbe, au sens que les anciens donnaient 
à ce mot; elle lui est encore tangente, dans le sens des modernes; en 
effet, la pente de la droite qui joint au point A, dont les coordonnées 
sont o et 3, le point de la courbe dont les coordonnées sont x et 

est (n» 28) 

3 — 2a:-f-4a:«— 5a:»-ha7^— 3 , r • » 

=— 2-H4a?-H5a:«-+-a:*; 

X 

celte pente diflere aussi peu qu'on le veut de la pente de la droite AB, 
qui est égale à — 2, pourvu que x soit suffisamment voisin de o. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la droite AB est la limite d'une 
sécante qui joint le point A à un point voisin de la courbe, quand 
ce point se rapproche du point A, ou encore en disant que la 
droite AB est tangente en A à la courbe. 

Je n'ai pas tracé, pour ne pas compliquer la figure, la parabole dont 
l'équation est ^ = 3 — 2X -\- 4^^? qui, pour les valeurs de x voisines 
de 0, semblerait presque se confondre avec la courbe, et qui est, elle 
aussi, tangente à la droite AB, en A; pour une même valeur de x 
l'ordonnée de la courbe s'obtient en ajoutant à l'ordonnée de la para- 
bole la valeur du polynôme — dx^-\-x*^ qui, pour les valeurs de x 
voisines de o, est positive si x est négatif, négative si x est positif. A 
droite de l'axe des y, la courbe est au-dessus de la parabole, à gauche 
elle est au-dessous : les deux courbes se traversent au point A, où 
elles sont tangentes. 
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La signification des expressions approchées que l'on peut substituer 
au polynôme apparaît clairemenl. 

Dans le polynôme qu'on vient d'étudier, il y avait un terme du 
premier degré. Les choses se passeraient un peu différemment si ce 
terme n'existait pas, et suivant que le premier terme qui ne manque- 
rait pas serait de degré pair ou de degré impair. Je me contente d'in- 
diquer les résultats sur un exemple. 

Si l'on considère le polynôme 2 -}- 4^* — 5x^-\- x*^ ou la courbe 
définie par l'équation 

^ = •2-1-43?* — 5x^ -h x^, 

on voit que, pour a: = o, le polynôme passe par un minimum, dont 
la valeur est 2 ; la tangente en A à la courbe est parallèle à l'axe des j; 
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la courbe est, dans le voisinage du point A, au-dessus de sa tangente; 
la parabole dont l'équation est j^ := 2 -f- 4^^ a été figurée en ponctué; 
elle traverse la courbe en A tout en lui étant tangente. 

Enfin, si l'on considérait le polynôme 2 — 5ar'-f-^* ou la courbe 
définie par l'équation 

^ = 2 — 5a7'-t-4iP*î 



on voit encore que le polynôme est décroissant pour a? = o ; la tan- 
gente à la courbe au point A, dont les coordonnées sont o et 3, est 
encore parallèle à l'axe des x\ la courbe est au-dessus de la tangente 
à droite de l'axe des y^ elle est au-dessous, à gauche. Elle serait au- 
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dessus de la courbe, facile à tracer, dont l'équation est 

j^ = 3 — 5a:'. 

Le point A est un point d'inflexion des deux courbes. 

Fig. i4. 
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Si l'on considère, d'une façon générale, le polynôme 

Ao-h A|a?-H Ajir*-+- Ajar'-h..., 

dans lequel on admet que certains des coefficients Aq, A|, ... 
puissent être nuls; la valeur du polynôme, pour x = o^ est A^ ; elle 
est voisine de Aq, pour les valeurs de x voisines de o. 

Pour ces valeurs le signe du polynôme est le même que celui du 
premier des termes Aq, A| j:, A2^^, . . ., dont le coefficient n'est pas 
nul. Le sens de la variation du polynôme pour j? = o est donné par 
le premier de ces termes, autres que A©, dont le coefficient n'est pas 
aul. Si le premier de ces termes est de degré impair, le polynôme, 
pourx=o, est croissant ou décroissant, suivant que le coefficient 
du premier terme est positif ou négatif; si le premier de ces termes 
est de degré pair, le polynôme, pour j; = o, passe par un minimum 
ou un maximum suivant que le coefficient du premier terme est positif 
ou négatif. 

Les expressions 

Aq, AoH-Aia?, Aq-H Ai j:h- Ajar*, ... 

sont des expressions approchées du polynôme, pour les valeurs de x 
voisines de o ; on sait calculer une limite de l'erreur que l'on commet 
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quand on substitue à la valeur du polynôme l'une de ces expressions 
approchées. 

L'équation 

y = Ao-h Aia? 

est l'équation de la tangente à la courbe définie par l'équation 

^ = Ao H- Al a? -H Al 37* -h . . . , 

au point de cette courbe qui est sur l'axe des y. Cette courbe est, 
dans le voisinage du point de contact, d'un même côté par rapport à 
sa tangente, si le premier des termes A2^^, As^', A^x^j . . ., dont le 
coefficient n'est pas nul, est de degré pair; au-dessus, ou au-dessous, 
suivant que ce coefficient est positif ou négatif. Elle traverse sa tan- 
gente, le point de contact est un point d'inflexion, si le premier 
terme dont le coefficient n'est pas nul est de degré impair. 

32. Il nous sera très utile plus tard d'avoir observé que ces propo- 
sitions s'étendent à des expressions qui ne sont pas des polynômes, 
mais qui peuvent être mises sous une forme analogue à celle que nous 
venons de considérer. 

Reprenons l'expression 

Ao -h Al ^ -H A,ir* -H . . . -+- A«_i a?«-» -h A„ x", 

qui nous a servi jusqu'ici à représenter un polynôme. Je suppose que 
toutes les quantités Aq, A| soient des constantes, sauf la dernière A„ ; 
quant à cette dernière, qui peut maintenant dépendre de x, je fais 
seulement sur elle Thypothèse suivante : en désignant par a un 
nombre positif plus petit que i, convenablement choisi, \„ reste, en 
valeur absolue, moindre qu'un certain nombre positif fixe B, pourvu 
que X soit lui-même moindre que a, en valeur absolue. Telle serait, 
par exemple, l'expression 

'i — -ix-h- 4rF' — 5x^-\-x^ sinar, 

puisque la valeur absolue de sinic est, au plus, égale à i . 

Alors toutes les conclusions précédentes subsistent : en eflet, si 
l'on désigne par x' la valeur absolue de x et par AJ,, A',, ..., A^^_, les 
valeurs absolues des coefficients constants A©, Ai, . . ., A/,_,, il est 
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clair que, si Ton suppose x^ plus petit que a, la valeur absolue de l'ex- 
pression 

Ao-H Aia? -h. . .-H A„_iir«-» -h Anar» 

sera moindre que S en désignant maintenant par S la somme des 
nombres A^, x\^, ..., A^,_^ et B. C'est une remarque de cette nature 
qui a été notre point de départ; toutes les démonstrations peuvent 
être reprises sans changement, et les conclusions sont les mêmes. 

Le lecteur n'aura, par exemple, aucune peine à prouver que, si l'on 
suppose x' <C -> l'expression — 2 H- 4 ^ -+- 5 J?- H- :r' sinj? ne peut 
s'annuler et est du même signe que — 2 ; dans les mêmes conditions, 
l'expression — 'kx -\- ^x^ — 5:c'-|-a:*sinj: ne s'annule pas, sauf pour 
j: = o; elle est du même signe que — 7,x\ si l'on regarde — %x 
comme une expression approchée, l'erreur commise en la substituant 
•à'—ixA-^X' — 5j:'-|-^* sin:r sera moindre, en valeur absolue, 
que jr'2(4 + 54-1) = 10^'-. 

On voit se reproduire toutes les circonstances des démonstrations 
précédentes, et je crois inutile d'insister davantage, pour montrer 
que les conclusions relatives à la continuité, à la croissance ou à la 
décroissance pour a; = o, au signe pour les valeurs de x voisines de o 
subsistent : les mots continuité, croissance, décroissance doivent 
être entendus dans le même sens qu'on leur a attribué quand il 
s'agissait des polynômes. 

11 con\ient toutefois de remarquer que les conclusions relatives au 
signe ou à la variation de l'expression considérée n'offrent d'intérêt 
que si, dans cette expression, le terme qui détermine soit le signe, 
soit le sens de la variation, n'est pas le dernier terme A^^", dont on 
sait seulement que le coefficient A„ reste compris entre certaines 
limites quand x est suffisamment petit, mais bien un des termes pré^ 
cédents, à coefficient différent de o. 



§ 3. — POLYNOMES IDENTIQUES. 

33. Un polynôme réduit, à une variable, ne peut être nul pour 
toutes les valeurs de la variable que si tous les coefficients sont 
nuls : on dit alors que le polynôme est identiquement nul. 

Cette proposition résulte immédiatement de ce qui précède. 



80 CHAPITRE II. 

Deux polynômes en x^ réduits^ ne peuvent prendre des valeurs 
égales, quelle que soit la valeur de Xj sans être composés exacte- 
ment des mêmes termes. 

En effet, la différence des valeurs de ces deux polynômes est la 
valeur d'un polynôme dont les coefficients sont les différences des 
coefficients respectifs des polynômes proposés : ces différences doivent 
être nulles d'après la proposition précédente (*). 

Ces propositions, qui sont capitales, s'étendent de suite aux poly- 
nômes à deux, trois, . . . variables. 

Par exemple, un polynôme réduit à deux variables j:, y ne peut 
être nul pour tous les systèmes de valeurs attribuées à la variable sans 
que tous ses coefficients soient nuls. 

Un polynôme en j:, y^ en effet, peut être ordonné suivant les puis- 
sances d'une des variables, de y par exemple ; en réunissant ensemble 
tous les termes qui contiennent y au même degré et en mettant en 
facteur la puissance de y qui figure dans tous ces termes, on par- 
viendra à une expression de la forme 

Po-*- Pir ■+■ Pîr*+. • -H- P/»r'S 



(*) Les propositions et leurs démonstrations subsistent pour ces sortes de poly- 
nômes que Ton a considérés dans le numéro précédent : Une expression de la forme 

.\«+ A^x -h A,a?'-i- h A„_,a:'^»-h A„a:", 

où A«, Ap ..., A„_| sont des constantes et où Ton sait que A„, qui peut d'ailleurs 
dépendre de Xy reste compris entre deux nombres fixes, quand x reste compris entre 
— a et + a, ne peut être nulle pour toutes les valeurs de x comprises entre — a 
£t + a que si les coeffîcients constants A^, Ap ..., A„_| sont nuls et si A„ est nul 
pour toutes ces valeurs de x. 
Deux expressions de la forme 

Aç -h Ai a? -h Aj j?- -h . . . + A^_, a:*-> -f- A, x", 
Bç -h Bi J? -h Bj J7» -\-..,-i- B^_^x''-^ H- B^ar», 

.où les coefficients Aç, Aj, ..., A,,_| , B^, B,, ..., B^_, sont constants, et où Ton sait 
que les quantités A„, B„, qui peuvent dépendre de x, sont comprises entre des 
nombres fixes quand x reste compris entre — x et + a, ne peuvent être égales pour 
toutes ces valeurs de x que si l'on a A^ = B^, A, = B,, ..., A^_| = B„_,, et si, en 
outre, A„ et B^ ont toujours des valeurs égales. Il convient toutefois d'observer que 
■cette dernière proposition suppose que le nombre naturel n est le même dans les 
deux expressions. Il est aisé de s'arranger pour qu'il en soit ainsi, un mettant dans 
les derniers termes de l'une des expressions une puissance convenable de x eu 
/acteur. 



POLYNOMES. 



OÙ Pq, P|, Pi, . . ., P« sont des polynômes en j;, dont les coefficienls 
sont manifestement les coefficients du polynôme proposé en x^ y. 
Supposons que ce dernier polynôme soit nul quelles que soient les 
valeurs attribuées à x^ y. Si l'on attribue à x une valeur numérique x\ 
les polynômes (en x) Pq, P|, ..., P,, prendront des valeurs numé- 
riques P^, P^, ..., P',^ et l'expression précédente deviendra un poly- 
nôme à une variable y 

Pi -+- p'i^ -+- p'î7'-^- . .-+- p;*r"- 

La valeur de ce polynôme en y doit être nulle pour une valeur 
quelconques^ dcy^ puisqu'elle est évidemment la même que celle du 
polynôme proposé (enx^y) pour x = x'^ yz=zy] il faut donc que 
l'on ait P^ = o, P'^ = o, ..., P^j= o, c'est-à-dire que chacun des poly- 
nômes (en x) Po, P|, ..., P/i doit s'annuler quand on remplace x 
par un nombre quelconque x', c'est-à-dire encore que chacun de ces 
polynômes est identiquement nul : tous les coefficients du polynôme 
proposé (en x^y) sont nuls. 

Du cas de deux variables on passe au cas de trois variables, puis 
de quatre, etc Le théorème est général. 

On en déduit que deux polynômes réduits, à n variables, ne peuvent 
prendre la même valeur pour tout système de valeurs de ces variables 
sans être identiques terme à terme. 

34. La portée de cette proposition est considérable ; elle éclaire 
tout d'un coup les opérations de l'addition, de la soustruction, de 
la multiplication des polynômes, en montrant que ces opérations 
jouissent de propriétés que l'on a établies pour les nombres : 

En parlant du polynôme qui est la somme, la différence, le produit 
de deux polynômes donnés, j'entendrai toujours parler du polynôme 
réduit que l'on sait former par les éléments de l'Algèbre et dont la 
valeur est égale, comme on sait, à la somme, à la différence, ou au 
produit des valeurs des polynômes proposés, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables ; d'après ce qu'on vient de dire, il n'y 
a qu'un seul polynôme qui puisse avoir cette propriété; tous les 
autres lui sont identiques terme à terme. Je me borne à énoncer les 
propositions suivantes, en me contentant de donner quelques expli- 
cations sur la dernière, afin de bien fixer le sens qu'il faut leur attri- 
buer à toutes. 
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Plusieurs polynômes étant donnés, on peut les ajouter dans Tordre 
qu'on voudra, on retombera toujours sur le même polynôme (réduit). 

Dans une somme de plusieurs polynômes, on peut remplacer leU 
polynômes que l'on \eut par leur somme effectuée. 

On peut multiplier plusieurs polynômes dans l'ordre que l'on veut ; 
le polynôme produit, après qu'on l'a réduit, est toujours le même. 

Dans un produit de polynômes, on peut remplacer tels facteurs 
(polynômes) que l'on veut par leur produit effectué ; le produit final 
est toujours le même polynôme. 

Le produit de plusieurs polynômes ne peut être identiquement nul 
que si l'un des facteurs est identiquement nul (*). 

Pour multiplier la somme de deux polynômes P, Q par un poly- 
nôme R, on peut multiplier par R chacun des polynômes P, Q el 
ajouter les deux produits. 

Ce dernier théorème s'exprime par l'identité 

(Ph-Q)R= PRh-QR. 

Dans le premier membre, P + Q représente le polynôme obtenu 
en ajoutant, d'après la règle élémentaire, les polynômes P, Q; 
(P-hQ)R représente le polynôme (réduit) obtenu en multipliant, 
d'après la règle élémentaire, le polynôme P -h Q par le polynôme R ; 
dans le second membre PR, QR représentent de même les polynômes 
obtenus en multipliant le polynôme P par le polynôme R, le poly- 
nôme Q par le polynôme R; PR -f- QR représente le polynôme (ré- 
duit) obtenu en ajoutant les deux polynômes PR, QR; en disant que 
l'égalité écrite est une identité y on entend que le polynôme (réduit ) 
(P 4- Q)R est le même polynôme que le polynôme (réduit) PR + QR. 

Qu'il en soit ainsi, c'est ce qui résulte évidemment de la proposi- 
tion précédente ; en effet, si l'on attribue aux variables des valeurs 
numériques quelconques, les polynômes P, Q, R prennent des 
valeurs numériques P', Q', R' et le nombre (P'-|- Q')R' est certaine- 
nement égal au nombre P'R'-f- Q'R'. Cela revient à dire que les deux 



(*) Je rappelle à ce propos que, lorsqu'on fait le produit de deux ou plusieurs 
polynômes en x^ le terme du plus bas degré s'obtient en faisant le produit des 
termes du plus bas degré dans les différents facteurs; le terme du plus haut degré 
s'obtient de même en faisant le produit des termes du plus haut degré dans les diffé- 
rents facteurs. 
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polynômes (P-l- Q)R et PR -+- QR prennent les mêmes valeurs nu- 
mériques pour un système quelconque de valeurs numériques attri- 
buées aux variables ; les deux polynômes, lorsqu'ils sont réduits, sont 
donc identiques terme à terme. 

Il est à peine utile d'appeler l'attention du lecteur sur les consé- 
quences de ce dernier théorème : si dans une somme de produits de 
polynômes figure, dans chaque terme de la somme, un même poly- 
nôme, on peut le mettre en facteur ; pour multiplier une somme de 
polynômes par une somme de polynômes, on peut multiplier chaque 
ternie de la première somme par chaque terme de la seconde et 
ajouter les produits partiels ; le polynôme ainsi obtenu est le même 
que celui qu'on aurait obtenu en effectuant la première somme, puis 
la seconde et en multipliant les résultats. 

Si, en multipliant les deux polynômes A, B par le polynôme C, non 
identiquement nul, on trouve le ujême produit, c'est que les deux 
polynômes A, B étaient identiques ; en effet, le polynôme AC — BC 
étant, par hypothèse, identiquement nul, il en est de même du pro- 
duit (A — B)C, qui lui est identique; si donc le polynôme C n'est 
pas identiquement nul, c'est que la différence A — B est identique- 
ment nulle, ou que le polynôme A est identique au polynôme B. 

§ A, — ÉTUDE D'UN POLYNOME POUR LES VALEURS DE x 
VOISINES DE a. 

3o. Après cette digression, arrivons à l'étude des valeurs d'un 

polynôme en x, pour les valeurs de œ voisines d'un nombre donné a. 

Soit 

/(x) = Ao4- AiiF + Ajx^-H. ..-H Art a?'» 

le polynôme proposé, ordonné suivant les puissances croissantes de x ; 
je suppose qu'il soit de degré /i, c'est-à-dire que le dernier coeffi- 
cient A„ ne soit pas nul. Quelques-uns des autres coefficients A„, 
A,, ..., A„_, peuvent d'ailleurs être nuls. 

Pour ramener l'étude qu'on veut faire au cas, déjà traité, où la va- 
riable reste voisine de o, il suffit de poser x = a -\- h^ en regardant h 
comme une variable qui restera voisine de o ; la valeur de « -h A, ou 
de X, restera voisine de a. Le polynôme proposé deviendra alors 

/(a-^ h) = Ao+ A|(a-t-/i) + A,(aH- A)»-h...-+- Art(aH-/i)'». 
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On sait, par de simples additions et multiplications de polynômes, 
développer le second membre et l'ordonner suivant les puissances 
ascendantes de //, de manière à le mettre sous la forme 

Bo-+-B,/i-t-B,/i«-h.... 

Relativement à ce développement, je ferai d'abord quelques 
remarques, qui concernent surtout les deux premiers coefficients et 
le dernier. 

Lorsque, en désignant par r un nombre naturel quelconque, on 
développe {a -i- A)'* et qu'on l'ordonne suivant les puissances ascen- 
dantes de /e, c'est-à-dire lorsqu'on effectue le produit de r polynômes 
égaux à a -h /i, le premier terme (le terme de moindre degré) est égal 
à a'', le terme du plus haut degré est /i'*, puisque ces termes s'ob- 
tiennent respectivement en multipliant les termes du plus bas degré, 
ou du plus haut degré dans les /• facteurs; il est aisé d'avoir aussi le 
terme du premier degré en h : il est 2 «A, Za^h^ ^a^h^ ... dans les 
développements de (a -h A)^, (a -|- A)"*, {a -f- A)*, ... ; il est ra'*"' A 
dans le développement de (a 4- A)'*; si l'on admet, en effet, que la 
proposition soit vraie pour le nombre r, on aura 

(a -H A)''= a'' -h raf-^h -h. . ., 

les termes non écrits au second membre contenant A*^, A', ... ; si Ton 
multiplie les deux membres par a -f- A, les termes non écrits dans le 
second membre ne fourniront pas de termes du premier degré en A. 
Le terme du premier degré en A, dans le développement de (a -f- A)'^* 
proviendra exclusivement du produit de «'*-+- ra'""* A par a 4- A ( * ) ; 
il est (/• -H i)a'*A; la loi se continue donc. 

11 résulte des remarques précédentes que, si l'on ordonne le poly- 



(*) II y a là une remarque générale qu'il est boa de faire : Lorsqu'on a à effectuer 
le produit de deux polynômes ordonnés par rapport aux puissances ascendantes de j;^ 

et qu'on ne veut conserver au produit que les termes de degré m ou de degré infé- 
rieur, on pourra, dans les deux facteurs, effacer les termes de degré supérieur à m^ 
faire ensuite le produit, en supprimant, dans ce produit, les termes qui sont de degré: 
supérieur à m. 
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nome 

/(a-+-/i) = Ao-+- Ai(a-H/0-+- Aj(a -f- /i)*-+-. . .-+- A„(a -h A)'* 

suivant les puissances ascendantes de A, on tombera sur un polynôme 
de la forme 

(i) f{a -h h) = Bo-h B|/t -4- B,/i«4-. . .-+- B«A«, 

où Brt est égal à A„, puisque A/, (a + A)" est le seul terme qui four- 
nisse un terme en A", et où l'on a 

Bo=Ao+ Ai a H- Aia'-H...-+- A^a'*, 
Bi= Al H- aAja -+- SAsa^-h. . .-h /iA,ja«-*; 

quant aux autres coefficients, on donnera, un peu plus tard, une règle 
simple pour les calculer. 

Dans le développement de f{a + A), ordonne* suivant les puis- 
sances croissantes de A, le terme constant Bq est /(a) ; il s'obtient en 
remplaçant x par a dans le polynôme proposé /(^) ." ce résultat est 
d'ailleurs évident sur l'identité (i) elle-même ; il suffit, pour l'obtenir, 
défaire A = o dans cette identité. 

Le coefficient B| de A, dont on verra bientôt toute l'importance, 
s'obtient en remplaçant x par a dans le polynôme 

/'(x) = Ai-+- 2\2X-^ 3A3a7»-+-.. .^-/iA„ar«-*, 

qu'on appelle la dérivée (') du polynôme /(j:), ou le polynôme dé- 
rivé de f{x)j et qui se déduit de ce dernier polynôme par la règle 
suivante : 

On supprime le terme constant dans le polynôme proposé ; on 
multiplie chaque coefficient par l'exposant de x dans le terme corres- 
pondant (-). On diminue enfin cet exposant d'une unité. 

Au lieu de dire que/(a4- A) se met sous la forme (i), il revient 
au même, en remettant x — a à la place de A, de dire que le poly- 



(M La Qolion de dérivée a été déjà introduite dans les éléments, à un autre point 
de vue auquel je reviendrai plus tard. On verra, lorsqu'il sera question de polynômes 
à variables imaginaires, Tintérèt de la définition actuelle. 

(') Cette dernière règle, appliquée au terme A^ ou \^x^, conduirait à supprimer 
ce terme, comme ou doit le faire effectivement. 
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noine/(^) peut se mettre sous la forme 

(9.) f(x) = Bo-+-Bi(a?— a)-+-B2(a? — a)*-h...-i-B„(ar — a)". 

C'est ce qu'on appelle ordonner le polynôme f(x) suivant les 
puissances Ae x — a. 

Les coefficients Bq, B|, ..., B„_| peuvent être nuls, mais non le 
dernier coefficient B,,, qui est égal à A/,. 

Quand h est voisin de o, la valeur du polynôme (en A), /(a -h A), 
est voisine de la valeur Bq que prend ce polynôme pour A = o; le 
poljnomc f{x) est voisin de la valeur Bo = /(a) qu'il prend 
pour x=^ a\ la valeur du polynôme reste aussi voisine qu'on veut 
de Bq pourvu que x reste suffisamment voisin de a; c'est ce qu'on 
exprime en disant que le polynôme f{x) est une fonction continue (*) 
de .r pour x = a. 

Pour les valeurs de h suffisamment voisines de o, le polynôme 
/{a-^-h) est du signe du premier de ses termes Bq, BiA, BjA^, ..., 
dont le coefficient n'est pas nul; pour les valeurs de x suffisamment 
voisines de «, le polynôme f{x) est du signe du premier des termes Bo, 
B, {x — «), B2(^ — «)-, . . . dont le coefficient n'est pas nul. 

Laissons, pour le moment, Bo de côté. Le premier des coefficients 
suivants B,, Bj, ..., B„, qui n'est pas nul, joue un rôle important, 
c'est lui qui fixe en quelque sorte la façon dont le polynôme se 
comporte, pour les valeurs de x voisines de a. Soit B^ ce coefficient : 
si ;• est impair, en sorte que le terme B^A^*, ou ^r{x — a)'' soit de 
degré impair, le polynôme f{x)^ lorsque B^ est positif, est plus grand 
pour X'=^ a que pour les valeurs de x un peu plus petites que a, plus 
petit que pour les valeurs de x un peu plus grandes que a : le poly- 
nôme /(^) est alors croissant pour J7 = a; quand, au contraire, B;. est 
négatif, le polynôme /(j?) est décroissant pour x = a. 

Si /• est pair, en sorte que B^A'' ou Br(^ — aY soit de degré pair, 
le polynôme f{^x^ est plus petit, ou plus grand, pour x •=■ a^ que 
pour les valeurs voisines, suivant que Br est positif ou négatif; suivant 



(*) Pour peu qu'il veuille y refléchir, le lecteur reconnaîtra que cette continuité est 
admise implicitement quand on admet que l'équation y =. f{x) peut être représentée 
par une courbe. Quand un point décrit unt courbe, l'ordonnée varie très peu, lorsque 
l'abscisse varie très peu. C'est donc prématurément que j'ai parlé de la courbe 
qui représente un polynôme. 
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les cas, le polynôme /(:r) passe, pour j; = a, par un minimum ou un 
maximum. 
Les expressions 

Bo, Bo-+-B,(a? — a), Bo-h B,(a7 — a) -+- B,(a7 — a)*, ... 

fournissent des expressions approchées de la valeur du polynôme f{x) 
pour les valeurs de x voisines de a; on sait calculer une limite de 
Terreur commise en substituant au polynôme l'une de ces expressions : 
par exemple, si l'on choisit la dernière, et si l'on suppose que la 
valeur absolue de :f — a soit inférieure à i , l'erreur commise sera 
moindre en valeur absolue que S(j7 — a)', en désignant par S la 
somme des valeurs absolues des coefficients B3, B», . . ., B^. 

Pour les valeurs de x voisines de ûf, la courbe dont l'équation 
est j=:y(x) se rapproche de la droite dont Téquation est 

y = Bo-hB,(a? — a); 

quand Bj n'est pas nul, suivant que Bj est positif ou négatif, la courbe 
est au-dessus ou au-dessous de cette droite, qu'elle affleure au point 
dont les coordonnées sont .r = rt, j^ = Bo =/(«) ; si B2 est nul sans 
que Bj le soit, la courbe traverse la droite au même point. 

Dans tous les cas, la droite est tangente à la courbe : en effet, la 
pente de la droite qui joint les deux points dont les coordonnées sont 
respectivement aeif(a) = Bo, a -^ h et/( a-f- A)= Bo-hB< A-f-... 
est (n- 28) 

/(.■^A)^/(.)^B.A^B,A«4-B./.3-....^ ^ ^^ ^^^ 
a-h h — a h 

et cette dernière quantité est aussi voisine de B| qu'on le veut, pourvu 
que h soit suffisamment petit; en d'autres termes, B| est la limite de 
la pente d'une sécante joignant les deux points, quand le second se 
rapproche du premier. C'est la pente de la tangenle (') au point dont les 
coordonnées sont a et /(a) = Bo; Téquation de celte tangente est 



(*) Par définition, la pente d'une courbe en un point de ccUe courbe est la pente 
de la tangente en ce point : on peut donc dire que la pente de la courbe définie par 
i*éqoation^ z=.f{x)^ au point de cette courbe dont les coordonnées sont a et/(a)y 

PSt 

B,= A,-+- iAjflr -H 3^,0^-4-...+ nA„a»-'. 
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bien y — Bq = B, (j7 — à) (n" 28). Ce résultat subsiste, ainsi que la dé- 
monstration, lors même que Tun ou l'autre des coefficients Bo, B| est 
nul. S'ils sont nuls tous deux, l'axe des x est la tangente à la courbe. 
Pour les valeurs de x voisines de a, la parabole dont l'équation est 

y = Bo-h B^(x — a) -i- Bt(x — a)« 

est très voisine de la courbe dont l'équation est^' =/(ar), etc. 
Si, par exemple, le lecteur veut étudier le polynôme 

/(x) = 3 — ar-H 4^' — 5x^-\- x*f 

pour les valeurs de x voisines de i, il trouvera, en effectuant les 
calculs, 

/(iH- A) = I — 5A H- 5A«— /e»-+- AS 

f(x) = i — 5(x — i)— 'j{x — ly— (x — i)^ -i- (x — ly. 

Pour X = \ ^ le polynôme prend la valeur i; pour celte valeur il est 
décroissant; au point dont les coordonnées sont j7 =: i , j' = i , la tan- 
gente à la courbe définie par l'équation 

y = i — IX -{- f\x^ — 5ar'-h x^ = i — 'i(x — i) — . . . 
a elle-même pour équation >' = i — 5 (a: — i). 

36. Il importe de se rappeler le rôle du coefficient B| dont la va- 
leur s'obtient en remplaçant x par a dans la dérivée f'{x) du poly- 
nôme /(:f) : 

La pente de la tangente en un point de la courbe définie par 
V équation y =/(x), dont l'abscisse est a, s'obtient en remplaçant 
X para dans la dérivée f {x) du polynôme f{x). 

Lorsque le résultat f {a) de cette substitution n^est pas nul^ le 
polynôme /(x) est croissant ou décroissant pour .r =z a suivant 
que f'{a) est positif ou négatif. 

37. Le cas particulier où le polynôme f{x) s'annule pour x = a 
mérite qu'on s'y arrête; on dit alors que a est une racine du poly- 
nôme f{x)\ Bo est alors nul, et il peut se faire que plusieurs des 
coefficients suivants B,, B2, . . ., Ba_i soient nuls; je suppose que B^ 
soit différent de o. (On sait que tous les coefficients ne peuvent être 
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nuls.) On a alors 

/(a-^A) = BaA«-+-Ba-HiA«-^-»-f-...-+-B;,/i« = A«rBa-hBa+,A-l-...-l-B„A«-«), 

f{x) = (x — a)x[Ba-i- B,^, (x — a) -+-...-*- B„(ar — a)«-«] = (ar — a)^^ ^(ar), 

en posant 

g{x) = Ba-*- BaH-i(ar — a) -4-. . .-+- B„(ar — a)«-« ; 

le polynôme (en A) 

^(a -i- ^ ) = Ba -4- Ba_Ki A -+-...-+- B« ^«-a 

ne s'annule ni pour A = o, ni pour les valeurs de h voisines de o; le 
polynôme g{x) ne s'annule ni pour a: = a, ni pour les valeurs de x 
voisines de a. 

Dans ces conditions, on dit que a est une racine d'ordre de multi- 
plicité' a du polynôme f{x). Si a est égal à i , la racine a est dite 
simple. Si a est plus grand que i, la racine a est dite multiple : elle 
est double, triple, quadruple, ..., si a est égal à 2, 3, 4? •••; c'est 
par un abus de langage, quand la racine est simple, que l'on dit que 
son ordre de multiplicité est 1 . 

Un polynôme en x étant donné, on appelle racine de ce polynôme 
toute valeur de x pour laquelle il s^ annule; si a est une racine^ 
en remplaçant x par a -h h dans le polynôme, en ordonnant 
ensuite suivant les puissances croissantes de A, on obtient un 
polynôme en A, sans terme constant : le degré du premier terme 
de ce polynôme est, par définition, U ordre de multiplicité de la 
racine a. 

Le polynôme 'ix^-\'^x^ — ^x — i, par exemple, s'annule pour 
xz=:i, i est une racine; en remplaçant x par i + A, le polynôme 
devient A^-|-2A'. i est une racine d'ordre de multiplicité 2, ou, si 
l'on veut, une racine double. 

Lorsqu'un polynôme, ordonné par rapport aux puissances crois- 
santes de X, ne contient pas de terme constant, o est une racine de ce 
polynôme. L'ordre de multiplicité de cette racine est le degré du pre- 
mier terme. 

On a vu plus haut que, si a était une racine du polynôme f{x), 
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d'ordre de multiplicité a, on pouvait mettre /(j?) sous la forme (') 

f{x) = {x — ayg{x) 

g{x) étant un polynôme qui ne s'annule pas pour a: = a, et que l'on 
a d'ailleurs appris à former. 

Inversement cette forme même caractérise une racine d'ordre a de 
multiplicité : en d'autres termes, si l'on a réussi, n'importe comment, 
à mettre le poljnome f{x) sous la forme (x — <^Y g{^)'i g{^) étant 
un polynôme en x qui ne s'annule pas pour x = a, on peut affirmer 
que a est une racine de/(x)y d'ordre a de multiplicité. 

En efl'et, si, dans l'identité /{x) = (x — ^)^ff{x)^ on remplace x 
par a-\- h, elle devient 

si l'on développe le polynôme g{a -f- h) et qu'on l'ordonne suivant 
les puissances croissantes de A, le développement commence par un 
terme constant, g{ci), qui, par hypothèse, n'est pas nul. Le dévelop- 
pement de /(a -I- h) commencera donc par le terme h^ g{a), qui est 
de degré a en h. 

On peut tirer d'autres conséquences de ce dernier résultat : c'est 
précisément ce premier terme du développement de f(a-\-h) qui, 
d'après le numéro précédent, détermine la façon dont varie /{x) 
pour jr = a, et la forme de la courbe dont l'équation esty =/{x) aux 
environs du point A, d'abscisse a, où cette courbe rencontre l'axe 
des X. Si a est impair, en particulier si a est racine simple, elle tra- 
verse cet axe en montant (lorsque x croît), ou en descendant, suivant 
que g{a) est positif ou négatif. Si a est pair, la courbe, aux environs 
du point A, reste au-dessus ou au-dessous de l'axe des x^ suivant 
que g(a) est positif ou négatif. Si a est plus grand que i, elle est 
tangente à l'axe, au point A. Si a est égal à i , si a est racine simple, 
la pente de la tangente en A, ou de la courbe, est g[a). Tout ceci 
résulte de la règle générale pour la détermination de la tangente. 

38. Décomposition en facteurs d'un polynôme dont on connaît les 
racines. — Supposons toujours que a soit une racine d'ordre de 



(•) On entend parla que les deux polynômes /(a?) et {x — aY g{x) sont iden- 
tiques. 
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multiplicité a du pol^Tiome 

f(x) = Ao-+- A,a?-f- Aja7'-4-...-h A,,r«, 
en sorte que Ton ait, avec les mêmes notations que précédemment, 

f{x) = {x — a)^g{x), 

le polynôme g{x) ne s^annulant pas pour x = a\ puisque le produit 
des termes du plus haut degré dans [x — a)* et dans g{x) doit repro- 
duire AnX", on voit que le terme du plus haut degré dans g(x) 
est AnX"'^ et que g{x) est de degré n — a. 

Supposons maintenant que/{x) s'annule pour un nombre b, autre 
que a; il faudra que (b — <^Y g{b) soit nul et, comme le premier 
facteur n'est pas nul, que le second g{b) le soit; b est donc racine 
de^(jr); je dis que b est une racine du même ordre de multiplicité 
pour g{x) que pour /{x). 

Si, en effet, b est d'ordre de multiplicité ^ pour ^(j?), c'est que l'on 

peut poser 

g(x) = (x-^b)^ h(x), 

k{x) étant un polynôme qui ne s'annule pas pour x = b; le poly- 
nomey(a:) pourra donc se mettre sous la forme 

/(^) = (a- - h)^[{x - a)a h(x)], 

et comme le polynôme entre crochets ne s'annule pas pour x = b^ 
b est bien une racine d'ordre de multiplicité ^ pour /{x). Le poly- 
nôme h(x) ne s'annule pas non plus pour ^ = a, sans quoi a 
serait une racine de g{x); s'il y a un nombre c, différent de a et de 
6, qui annule y(.r), ce nombre estaussi une racine de h(x)^ du même 
ordre de multiplicité y pouT/{x) que pour h(x)j et l'on peut poser 

f(x) = {x- a)«(x - b)^{x - cy k{x), 

k{x) étant un polynôme qui ne s'annule pour aucune des trois va- 
leurs a, 6, c de X. 

g{x) étant de degré n — a, h{x) est de degré n — a — p, k{x) de 
degré n — a — ^ — y; dans chacun de ces polynômes, le terme du 
plus haut degré en j? a toujours pour coefficient A„. 

Il est clair que le raisonnement peut se continuer, et que, si le 
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polynôme /(j?) admet les racines distinctes a, 6, . . ., /avec les ordres 
de multiplicité respectifs a, p, X et n'en admet pas d'autres, on 

aura 

/(a?) = (a? — a)a(a7 — ^)P. . .(a? — /)>' «p(a7), 

o(x) étant un polynôme de degré n — a — ^ — ... — X qui ne s'annule 
plus pour aucune valeur de x, et dans lequel le coefficient de la plus 
haute puissance de x est A„ ; si l'on avait 

on aurait identiquement 

f(x) = \n(x — a)^{x — 6)P. . ,{x — l)\ 

Il est bien clair que a-|- ^ +... + X ne peut dépasser n et que, 
en particulier, le nombre des racines distinctes d'un polynôme de 
degré n ne peut dépasser n. 

Ceci complète une proposition établie au n° 33; non seulement un 
polynôme en x, qui n'est pas identiquement nul, ne peut être nul 
pour toutes les valeurs de x, mais il ne peut pas avoir plus de racines 
différentes qu'il y a d'unités dans son degré. Il en résulte que deux 
polynômes dont le degré est inférieur ou égal à n ne peuvent pas, 
sans être identiques, être égaux pour plus de n valeurs distinctes de x, 
puisque leur différence s'annulerait pour ces valeurs de x. 

39. Grandes valeurs de la variable. — Il me reste à dire quelques 
mots de l'étude des valeurs d'un polynôme pour de très grandes 
valeurs absolues de la variable. 

Pour cette étude, il convient d'ordonner le polynôme par rapport 
aux puissances descendantes de la variable et de porter son attention 
sur les premiers termes, qui importent le plus; si la valeur absolue de 
la variable est assez grande, chaque terme est plus grand que ceux qui 
le suivent, et l'erreur relatU^e que l'on commet en ne conservant q[ue 
les premiers termes est faible. 

Si l'on veut avoir par exemple la valeur pour x = loooo du poly- 
nôme 3^' — 2x--\-x — I, les erreurs relatives que l'on commettra 
en calculant, au lieu de la valeur du polynôme proposé, celle des po- 
lynômes 3.r*, 3x^ — 2x'' seront respectivement plus petites que;— — ^. 

r- Ceci va d'ailleurs être précisé. 

2.10* ' 
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Considérons en général le polynôme, ordonné suivant les puis- 
sances décroissantes de ar, 

f{x) = aoa7«-f- aiar'ï-i-h. . .-h a«-ia7-4- a„; 

flo, fli, . . . , an sont les coefficients : je suppose que le premier a^ ne 
soil pas nul. 

La valeur de ce polynôme, pour une valeur quelconque de j?, autre 
que Oj est égale au produit de la valeur de x*^ par celle de l'expression 



ao-+- «1 h «î-T H-. • .-+- «/i+l 



x^ ic'*"*'* a:'* 



qui peut être regardée comme un polynôme, dont la variable s'appel- 
lerait -* ordonné suivant les puissances croissantes de cette variable; 
quand x est très grand en valeur absolue, — est très petit en valeur 

absolue, le lecteur prévoit bien qu'il va être ramené à un cas qu'il 
connaît déjà. 



Posons 



— = ^, o(^) = ai^s -4- aj^s-i-. ..-F a^z'»; 



on aura, pour toutes les valeurs de x autres que o, 

/(a:') = ;r«[ao-H9(z)]; 

le polynôme ©(2) s'annule pour ^ = o; sa valeur absolue reste aussi 
petite qu'on veut pourvu que la valeur absolue de z soit assez petite^ 
que celle de x soit assez grande. 

Désignons para:', js', aj, les valeurs absolues de a-, 5, a©. Donnons- 
nous un nombre positif e aussi petit qu'on voudra, moindre en par- 
ticulier que a'^. Supposons qu'on ne considère que des valeurs de x 
assez grandes absolument pour que la valeur absolue de ^{z) soit 
moindre que e. Il suffit pour cela que z' soit inférieur à un nombre 
positif que l'on sait calculer, que x' soit supérieur à l'inverse de ce 
dernier nombre. Dans ces conditions, la valeur absolue de «©+ ?(^) 
sera évidemment supérieure au nombre positif a'^ — e; a^-^o^z) 
ne s'annulera pas et sera toujours du signe de a© ; le produit 
^"[flo+çC^)] ne s'annulera pas non plus et sera du signe de a^x^y 
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la valeur absolue de ce produit est supérieure à (a'^ — t)x'" et ce 
dernier nombre peut évidemment être supposé aussi grand qu'on 
veut pourvu que a/ soit sufiisamment grand. 

Pou/vu que la valeur absolue de x soit plus grande quun 
nombre positif P qu'on sait calculer , le polynôme f{x) ne s'an- 
nule pas, il est du même signe que son premier terme a^x*^] sa 
valeur absolue est aussi grande qu^on veut, pourvu que la valeur 
absolue de x soit suffisamment grande. 

Si Ton considère par exemple le polynôme 

f{x) = ix^ — \x^-^ 5a:*— 8j7 4- -2, 
le polynôme ^{z) sera ici 

— 4^«-+-5«»-h83^-i- 2«î=;5«( — 4-t-5«— 8z*-F 2^3); 

pourvu que z' soit plus petit que i, il est plus petit en valeur absolue que 

ig-z'*, que -i par conséquent, si l'on suppose z' <i 7» a?'> 4- Si la valeur absolue 

4 

de X est plus grande que 4» le polynôme f(x) ne sera jamais nul, il sera du 

signe de son premier terme xx*^ positif si x est positif, négatif dans le cas 

contraire, plus grand en valeur absolue que 



'■{^-'■X}='-T.-' 



si l'on voulait déterminer un nombre positif B tel que la condition or' > B 
entraînât |/(a?)| >iooo, il suffirait de prendre B > t / — , par exemple 

B = 4,2. 

En supposant ar'> 4,2 le polynôme sera plus grand que 1000 si x est positif, 
plus petit que — 1000 si x est négatif. 

L'erreur commise en remplaçant /{x) par son premier terme %x^ est x*<^iz): 
l'erreur relative 

x^^(z) ^ ^{z) 

X^['2-h 0{Z)] 2-hO{Z) 

est moindre en valeur absolue que 

•2 — 195'*' 

pourvu que 19^'* soit plus petit que 2, ce qui arrivera sûrement si z' est plus 
petit que -• Si Ton voulait que cette erreur fût moindre que le nombre posi- 
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i\ïr^, il suffirait de supposer z* plus petit que - et que 



v/^ 



elle serait, par exemple, moindre que 0,00 1 si Ton supposait :r'> loo. 
Pour en revenir au cas général où l'on a 

on voit qu'on aura, comme au n* 31, à distinguer quatre cas suivant 
que n est impair ou pair et que Uo est positif ou négatif. 

Lorsque n est impair le polynôme est de signes contraires pour les 
\aleurs positives ou négatives de x assez grandes en valeur absolue. 
Je me permettrai d'emplojer les expressions suivantes, suffisamment 
éclaircies par ce que je viens de dire : 

Si l'on a </ci>- o, le polynôme est égal à -H 00 si or est égal à -4- 00, 
à — 00 si ^ est égal à — 00. Si l'on Oq < o, il est égal à — 00 ou à + oc, 
suivant que x est égal à + 00 ou à — 00. 

Au contraire, lorsque n est pair, le polynôme est du signe de a,,, 
pour les grandes valeurs absolues de x; il est égal à + 00 ou à — 00, 
pour j: = dz 00, suivant que l'on a ao> o ou ao<^o, 

11 est évident que ces dernières conclusions subsisteraient si le 
dernier terme a„ de l'expression aQX'*-i- ciiX'^'* -\-, , .-\- afi_iX -h a,/, 
au lieu d'être une constante, dépendait de x et si l'on savait que 
pour les grandes valeurs de j?, ce dernier terme reste, en valeur 
absolue, inférieur à un nombre fixe. L'analogie avec ce que l'on a dit 
au n*" 32 pour les petites valeurs de x est évidente. 

Si Ton veut reconnaître le sens de la variation du polynôme /(.r) 
pour de grandes valeurs (absolues) de j?, il n'y a qu'à appliquer la 
règle du n" 3o. La dérivée du polynôme /(j?) est 

suivant que pour une valeur Xq de x ce dernier polynôme est positif 
ou négatif, le polynôme proposé est croissant, ou décroissant, pour 
x=:Xo. Or, si X est suffisamment grand en valeur absolue, le poly- 
nôme dérivé /^(x) est du signe de son premier terme naoX'^~*, qui 
n'est autre chose que la dérivée du premier terme a^x" du poly- 
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nome proposé. Par conséquent, pourx suffisamment grand en valeur 
absolue, le polynôme f{x) est croissant ou décroissant suivant que 
son premier terme est croissant ou décroissant; on voit l'importance 
de ce premier terme qui fournit une valeur grossièrement approchée 
du polynôme, le signe et le sens de la variation du polynôme. 

Remarquons enfin, en supposant le degré du polynôme /(j?) supé- 
sieur à i, que, si a: est grand en valeur absolue, il en est de même de 
la valeur absolue de la dérivée; or la valeur de cette dérivée est la 
pente de la tangente, au point de la courbe, définie par Téquation 
y •=. f(^x\ dont l'abscisse est x\ cette tangente est donc presque 
parallèle à l'axe des y, et cela est d'autant plus vrai que la valeur 
absolue de x est plus grande. 

Le lecteur a tout ce qu'il faut pour comprendre les schémas sui- 
vants qui donnent quelque idée de la partie de la courbe qui corres- 
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pond à de grandes valeurs de l'abscisse suivant les quatre cas consi- 
dérés : n impair, Aq > o et ao< o ; /i pair, ao > o et a© < o. 
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11 convient de signaler ce qui manque à rétude précédenle : on a 
appris à reconnaîire comment se comportait un polynôme pour les 
valeurs de x voisines d'une valeur donnée, en particulier pour les 
valeurs de x voisines de o, comment aussi il se comportait pour les 
«,^randes valeurs absolues de ;r; on n'a pas appris à suivre ses varia- 
tions comme on l'apprend dans les éléments pour les polynômes 
ax-{-b. ax'+bx -\- c^ ax"; sans traiter ce problème, sur lequel 
j'aurai à revenir, je crois pouvoir dire de suite que la question de 
savoir comment varie un polynôme f{x) quand x croît depuis A 
jusqu'à B revient à reconnaître quel est, dans ces conditions, le signe 
du polynôme y (^). Si, par exemple, ce polynôme y (a:) est toujours 
positif dans ces conditions, c'est que pour chaque valeur de x appar- 
tenant à l'intervalle (A, B) le polynôme est croissant pour chacune 
de ces valeurs. 

Est-il permis d'en conclure que le polynôme est croissant dans cet 
intervalle, c'est-à-dire que la plus grande valeur du polynôme corres- 
pond toujours à la plus grande valeur de la variable, ou encore que 

le rapport 

f(or')^f(T') 

est toujours positif pourvu que les nombres x' . x^' appartiennent à 
l'intervalle (A, B)? Le lecteur, s'il veut bien y réfléchir, reconnaîtra 
que ce point n'a pas été démontré, mais il sera certainement très 
disposé à l'admettre. Dès lors, il voit qu'il sera en mesure de suivre 
complètement la variation d'un polynôme dans tous les cas où il saura 
reconnaître quelles sont les valeurs de la variable pour lesquelles la 
dérivée est positive, celles pour lesquelles elle est négative ; dans le 
cas, par exemple, où la dérivée est un trinôme du second degré, 
ou un trinôme bicarré; dans le cas où cette dérivée peut se mettre 
sous la forme 

A(a: — a)a(a7 — 6)P(a;' — c)Y. . .(a: — /)\ 

où A, a, 6, e, . . . , / sont des nombres quelconques et a, p, y, . . . , X 
des nombres naturels. 



T. 
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§ 5. - DÉRIVÉES D'UN POLYNOME. PUISSANCES D^UN BINOME. 

40. On a défini au n** 3o la dérivée d'un polynôme en x 

f{x) = Ao-4- KiX-^ Ajir*-+-. . ,-^ knX'^ : 

Lorsque, dans ce polynôme, on remplace x par a: H- A, que l'on 
développe et que l'on ordonne suivant les puissances de A, de ma- 
nière à mettre /(x + h) sous la forme 

(0 /(^ H- A) = Po(^) H- hVx(x) -4- h'^^t(x) -H. . .-H A«P„, 

Po(a'), Pi (57), . . . , P« sont des polynômes en x dont le premier est 
identique k /(x)^ dont le dernier se réduit à la constante A„, dont 
le second P|(^) est, par définition, la dérivée du polynôme /(j:), et 
se représente habituellement \>slv /'(x); son expression, comme on 
Ta vu au n*" 33, est 

Pi{x)=f'(x) = Ai-h2A,a7-4-3A3a:»-h...-h/iA„a7'*--». 

On dit aussi quey'(^) est la dérivée du polynôme /(^) par rapport 
à J7, pour rappeler simplement que x est le nom de la variable qui 
figure dans le polynôme /{x). On verra plus tard l'utilité de cette 
façon de parler. 

Si l'on veut regarder une constante numérique comme un poly- 
nôme en X, de degré o, il faut regarder la dérivée d'un tel polynôme 
comme identiquement nulle, puisqu'il ne change pas quand on y 
remplace x par x -i- h et qu'ainsi le terme en h fait alors défaut dans 
le second membre de l'identité ( i ). 

La définition de la dérivée d'un polynôme permet de justifier 
immédiatement certaines règles de calcul, sur lesquelles j'insiste 
d'autant moins que j'aurai à y revenir en considérant les dérivées à 
un autre point de vue ; je me contente de signaler celles qui suivent, 
où y(^), ?(^) désignent des polynômes en x dont les dérivées sont 
f'{x)^ o'{x) et où A, B désignent des constantes. 

La dérivée du polynôme A/(x) -f- B^(x) est Af'(x) -h B'^'(x); 

La dérivée du produit /(j?) y (^) est/'(x)o{x) -i- /(x)^'{x). 

On a, en efl'et, en remplaçant x par x -\- hj et en ordonnant sui- 
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>anl les puissances croissantes de la variable A, 

f{x -h h) =f{x) -h /i/'Cj-) -T-. . ., 
o(x -f. A) = 9(3") -h /tç>'(:r) -f-. ..; 

les points suspensifs sont mis à la place des termes en /i-, A*, . . .; 
on en conclut que, dans le développement de A/(a:-{- A) -{- Bo(j7-|- A), 
ordonné suivant les puissances croissantes de A, le coefficient de A 
esl A/'(j:) -4- Bcp'(d:); que, dans le développement du produit 
J{x-\- h)^{x -\-h) ordonné de même suivant les puissances crois- 
santes de A, le coefficient de A esl /{x)o\x) -\- o{x)/'(x) : ces 
remarques, si Ton se reporte à la définition de la dérivée, justifient 
les propositions énoncées. 

La première proposition contient comme cas particuliers les sui- 
vantes : la dérivée de A/(x) est Xf\x)\ la dérivée de la somme de 
deux polynômes est la somme des dérivées de ces polynômes. Getle 
proposition et sa démonstration s'étendent évidemment au cas où la 
somme comporte trois, quatre, . . . , un nombre quelconque de poly- 
nômes. La règle même du n" 35 pour former la dérivée d'un polynôme 
consiste à faire la somme des dérivées des termes de ces polynômes; 
11 convient de remarquer qu'elle conduirait à un résultat exact lors 
même que le polynôme proposé ne serait pas réduit. 

De la règle relative à la dérivée d'un produit de deux polynômes 
on déduit sans peine une règle pour le calcul de la dérivée d'un pro- 
duit d'autant de polynômes que l'on veut, d'une puissance naturelle 
d'un polynôme, etc. 

J'ai besoin, pour ce qui suit, de la proposition que voici : 

Soit a un nombre quelconque, je considère le polynôme en x 

f(x-\- a) = Ao-^ Ai(:rH-a)-4- Ai(a7-4- a)«-h. ..-+ A„(a7-h a)", 

obtenu en remplaçant, dans le polynôme f{x)^ x par j? + a : la dé- 
rivée de ce polynôme s'obtient en remplaçant x par x -{- a dans la 
dérivée /'(j?) du polynôme /(x); en d'autres termes, cette dérivée 
est le polynôme en x 

/(x-ha) = At-^2A,(a?-f-a)-h3A3(a7-i-a)«-h,..-h/iA;,(a:-Ha)"*-^ 

Si, en effet, dans l'identité (i), qui doit avoir lieu pour toutes les 
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valeurs de x^ on remplace x par a? -f- a, elle devîenl 

/(a:H-a-h^) = Po(a7 -i- a) -h APt(a: -ha) -f- /i*Pj(a:-h a) -h. . .H- A«Pn; 

la forme même du second membre montre que Pi(x -^ a) est le coef- 
ficient de h dans le développement, ordonné suivant les puissances 
croissantes de A, du polynôme qu'on obtient en remplaçant x par 
X -h à dans le polynôme /(X'\-a)] c'est la définition même de la 
dérivée de ce dernier polynôme. 

Par exemple, la dérivée du polynôme i — 3x-{- x^ est — 3-4-20:; d'après la 
règle précédente, la dérivée du polynôme 

I — 3(x — i)-h(x — 2)' =10 — jar-f-x* 
doit être 

— 3-4- 9.(X — 2) = — 7 -h 2X, 

C'est, en effet, le résultat qu'on trouve en appliquant au polynôme 10 — 7374-0:* 
la règle du n° 35 pour obtenir sa dérivée. 

41. Le polynôme /'(^) ou Pi(x), dérivée du polynôme 

f{cc) = Ao-H Al a? + Aja:«-h. . .-f- A^a:'», 

a lui-même une dérivée, qui se déduit de f'{x) par la même règle 
qui permet de déduire f'{x) de /{x); cette dérivée du polynôme 
/'{x) s'appelle aussi la dérivée seconde de f{x) et se représente par 
f"{x)^ elle est 

/"{x) = i.2At-h 2.3 Ajar-h 3.4A4a7*H-...-h (/i — O/iA^a:'*-* ; 

ce polynôme f"{x)^ du degré n — 2, a lui-même une dérivée, la dé- 
rivée deuxième def'(x), la dérivée troisième de/(.r), à savoir : 

f"'(x)= I.2.3A84-2.3.4A4a7-4-3.4.5A507«4-... 

-+- (n — 2)(n — i)/iA„a:«-»; 
ce polynôme a une dérivée, la dérivée quatrième de/{x)y à savoir : 

/*Va-) = i.2.3.4A4-t-2.3.4.5A5a:-f-3.4.5.6A6a7»-f-... 

4-(/i — 3) (ai — 2)(/i — i)AiA«a7«-*. 

La dérivée p**"« {p <C n) du polynôme /(^), définie de la même 
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façon, de proche en proche, serait 

-f-2.3.4...(/>-4-i)Ap+ia:-F 3..1.5. • (/? -h i)\p+iX^-h. , . 
-h(n—p -4-i)(n— -/?-4-2). ..(/i — i)nXnOP"-P] 

c'est un polynôme de degré n — p; ses termes proviennent des mo- 
nômes de/(x) dont le degré est au moins égal kp. 
La dérivée (n — iy*™« est du premier degré; elle est 

y(«-i)(>p) = 1 .2.3. . . (ai — i)A,i_i-t- 2.3.4. . >nknx. 

La dérivée n**™* de/{x) est, toujours d'après la même règle, 

/(«K^)= 1.2.3.../1A,.; 

elle ne contient plus x, sa dérivée, ainsi que les dérivées suivantes du 
poljnome f{x)^ si l'on voulait les considérer, devraient être regardées 
comme nulles; un polynôme du n'*"* degré n'a que n dérivées (non 
identiquement nulles) ; par exemple si Ton prend 

f{x) = 4 — 5:r -+- 7^' — x^-\- 8x*, 

les dérivées successives seront 

f\x) =— 5-h2ixî— 5ir*-t-48a:«, 

/'{x) =z ^'IX 20373+- 240^7*, 

f'"{x) = 42 — 6037» 4- gGoar', 
/■"(a7)=— 12037 + 288037*, 
f^(x) = — 1204-576037, 
/''(3r)=576o. 

Dans le polynôme /(^), le premier coefficient est Ao, de même 
dans les polynômes f {x), f"{x)^ . . ., f^P^x)^ . . ., f^'^^{x) ordon- 
nés suivant les puissances ascendantes de ^,les premiers coefficients, 
ou les valeurs de ces polynômes, pour ^ = o, sont les coefficients Ai, 
A2, ..., A;,, ..., Art, du polynôme /(-p), respectivement multipliés 
parles facteurs numériques 1, 1.2, ..., 1.2.../?, ..., 1.2.../?; en 
d'autres termes, on a 
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lors donc que Ton connaît les valeurs, pour x = o, d'un polynôme 
et de ses dérivées, on connaît, par cela même, les coefficients de ce 
polynôme. 

42. Cette remarque, et celle qu'on a faite plus haut, relativement 
à la dérivée du polynôme /(a + .r ), dérivée qui s'obtient en rempla- 
çant X par a-\- Xy dans la dérivée f\x) du polynôme /(x), va nous 
permettre de résoudre immédiatement la question posée au n° 3o : 

Etant donnés un polynôme 

f{x) = Ao-h Ai37H-...-f- A«ar«, 

et un nombre a, trouver les coefficients Bq, B,, ..., B„ du poly- 
nôme 

obtenu en remplaçant, dans le polynôme f{x)^ x par a -{- x et en 
ordonnant par rapport aux puissances croissantes de x. 

Ces coefficients sont hes valeurs pour x = o An polynôme /(a 4-^) 
et de ses dérivées ; on a vu au n" 40 que la dérivée /'{a -f- x) de ce po- 
lynôme s'obtenait en remplaçant x par a -\- x dans la dérivée f[x) 
àef{x)] la dérivée ief^a-^x) s'obtiendra de même en rempla- 
çant X par a-\- X dans la dérivée /^'(x) de f'{x)^ 

Les dérivées successives du polynôme /(a-^x) sont f'{a-^x)^ 
f"{a-\- x)^ , , ,^f^"\a-^ x)] leurs valeurs, pour x = o, sont les va- 
leurs /'(fl), /''(a), . . .,/^"^(^) q^c prennent les dérivées successives 
f{x)^f'{x)^ ..,,f^{x)à\i polynôme /(a:) quand on y remplace x 
par a, on a donc 

et, par suite, 

(,) /(a + x)=/(a)+f/'(a)+^/'(a)+... 
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Dans celte formule, les lettres a et x désignent des nombres quel- 
conques. Elle restera vraie si l'on remplace les lettres par d'autres; 
en particulier, si l'on remplace a par x et x par à elle s'écrit alors 



Si l'on reprend les notations du n" 40, on voit que les polynômes 
Po(jc), P|(a:), ..., P/;(^), ..., P//(^) de la formule (i) de ce nu- 
méro ne sont autre chose que les polynômes 

On voit apparaître en dénominateur, dans ces expressions, les pro- 
duits tels que 1.2.../? des p premiers nombres naturels : ces produits 
figurent dans beaucoup de formules, et il est commode d'avoir une 
manière abrégée de les énoncer et de les écrire : une des habitudes 
les plus répandues consiste à Sippeler facto rie lie p le produit i.2.../> 
desp premiers nombres naturels et de le désigner par la notation/?!. 
Par convention, le symbole i ! désigne la même chose que i ; enfin, 
par une autre convention, qui ne sera justifiée que plus loin, on pose 
aussi o ! = I . 

Voici, à titre d'exemple, une application de la formule précédente : 
On a donné plus haut les expressions des six dérivées du polynôme 

/(x) = 4 — 5a?-t- yx^— x^-h Sar^; 

les valeurs, pour a7 = i, de ce polynôme et de ses dérivées, respectivement 
divisées par i î, 2!, . . ., 6!, sont i3, 59, i3i , 187, 92, 8 : on a donc 

4 — 5(i-h-r)-F 7(i-f-J?)'— (n-x)5-h 8(1 4-:r)6 
= i3 -h 5937-1- i3ia:*-H 1 ^y x^ -^ ^ix^ -h ^yx'^-h Sa?*; 

ainsi qu'on pourrait d'ailleurs le trouver par un calcul direct ne comportant 
que des additions ou des multiplications de polynômes : ce dernier mode de 
calcul permet de prévoir que les coefficients du résultat sont des nombres en- 
tiers. 

43. Formule du binôme. — On peut appliquer la formule qui 
donne le développement de /(a -h x) au développement de (a-^x)"; 
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le polynôme y(^) est alors le monôme x", dont les dérivées successives 
sont 

nx«-*, n(n — i)^«-*, ..., n(n — i). . .(n —p -hi)x'*-Pj n(n — i)...i 

et l'on a, par conséquent, en vertu de la formule (i) du numéro pré- 
cédent, 

^ I 1.9. 

H ^ a'^-PxP -h ... H ar». 

I . -2 . . ./? 1,1., .n 

Cette formule est connue sous l'appellation, un peu impropre, de 
formule du binôme. Je vais m'y arrêter un instant, en raison de son 
importance. 

Il me sera commode d'y regarder les lettres a et x comme y dési- 
gnant des variables ; à ce point de vue, a-{- x^ (a -{- .r )" sont des po- 
lynômes à deux variables; a -^^ x est un polynôme homogène du 
premier degré ; le produit de deux ou plusieurs polynômes homogènes 
étant évidemment un polynôme homogène dont le degré est la somme 
des degrés des facteurs, on peut prévoir que le développement do 
{a-\- xY sera un polynôme homogène du degré /?, qui ne pourra pa> 
contenir d'autres monômes que les monômes du degré n 

multipliés par certains coefficients numériques; ces monômes, 
d'après la formule (i), figurent tous dans le développement; il yen 
a /i + I ; chacun d'eux contient autant de facteurs x qu'il y a de 
termes avant lui, autant de facteurs a qu'il y a de termes après 
lui. 

Les coefficients numériques doivent être évidemment entiers, 
puisque {a + xY est le produit de n facteurs égaux à a -^ x. Dans 
le second membre de la formule (i), le coefficient de a^'PxP^ à 

savoir 

n{n — \). . An — /?-4-i) 
1 . -2 . . .y? 

est le quotient par le produit des p premiers nombres naturels du 
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produit de/? nombres naturels consécutifs dont le plus grand est n et 
le plus petit n — p + i, d'où ce théorème d'Arithmétique : 

Le produit de p nombres naturels consécutifs est divisible par le 
produit des/? premiers nombres naturels. 

Les coefficients numériques des monômes qui figurent dans le 
second membre de l'égalité (i) sont respectivement 

n n(n — i) 

1 , 7 > 



I 1.2 

n(n — i)..,(n — /? -f- n{n —\). . ,i 

1.2. . .p i .2. . ./i 



= I ; 



ils se retrouvent dans un assea grand nombre de formules et on les 
désigne souvent par les symboles 

0' ^1' ^«5 •••> W*> •••» ^"> 

CJ désignant (*), en général, le coefficient du monôme a'*~PxP^ ou 
le (/> H- ly*"» coefficient numérique, celui qui en a /? avant lui. Il est 
à peine utile de dire que la lettre n qui figure en haut dans le sym- 
bole ai n'est pas un exposant, mais un indice, destiné à rappeler la 
puissance à laquelle on élève le binôme a + .r. On a C2=C"= i. 
Avec cette notation l'identité (i) s'écrit 

(a4-x)«= Cya«-i-Cïa«-iar-f-...-t- C^a^-z'x/'-t-. . .-h C"^'*; 

en y échangeant les lettres a et x^ elle devient 

{x -+- a)« = CJj7«-4- G7ar'*-»a -h. . .-f- G^ar«-/'a/'-+-. . .-r- C;[a«; 

les deux premiers membres sont identiques ; il doit en être de même 
des seconds, qui doivent donc être les mêmes, terme par terme ; on 
en conclut C'J= Q, Cî= Q_,, C«= C^^^, . . ., et, d'une façon géné- 
rale, C^= C2_^; cette dernière égalité, en recourant à la définition 
des symboles qui y figurent, s'écrit 

n(n — t)...(/i — /?-f-i) _ ri(n — i). . .(/? h- i)^ 

1.2.../? ~" 1.2...(/l — p) ' 

(') On emploie aussi, avec le môme sens, les notations {n )^ ( )• 

^ \P/ 
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elle devient évidente, en réduisant les. deux membres au même déno- 
minateur; C^ et Qî^ se présentent alors sous la forme 

(2; i.^_i.„^^_ i,i...p><i,i,.,{n-p) " pl{n-p)\ 



Cette formule s'applique même dans le cas où p est égal à o ou à /î, 
si Ton convient de poser o ! = i . 
La forme primitive de G^, savoir 



n(n — i)...(/i — jo-i-i) _ n(n — r)...(7i— ^-4-2) n — p -h i 
1,1. ,.p "" 1.2. ..(/> — !) p 

montre que l'on a 

(3) C« = C«_.fLll^; 



-> 



d'où un moyen simple pour le calcul des coefficients numériques : 
le premier est i , le deuxième est /?, le troisième s'obtient en multi- 
pliant n par > le suivant en multipliant le résultat par — - — > le 

suivant en multipliant le résultat par — ; — ? • • •; par exemple, si l'on 

prend /i = 10, les deux premiers coefficients sont i, 10, les suivants 
s'obtiennent en multipliant successivement par |, j, {, |, |, y, |» f, -n;; 
ils sont 45, 120, 210, 262, 210, 120, 45, 10, I : on a donc 

(a -h xy^= a*o-f- loa^x -h 45a* 37*4- iioa'^x^-h 'iioa^x^-h ^5ia^x* 
4- 2ioa^a7« 4- I20a'a77-h i^a^x^-^ ioaa?'-4- ar*o. 

On vérifie, sur cet exemple, ce fait que les coefficients à égale dis- 
tance des extrêmes sont égaux, en sorte qu'il suffit pour les avoir tous 
d'en calculer la moitié. 

C.^ est plus grand que le coefficient précédent, égal à ce coefficient 



n — p -h i 

P 
plus petit que i, ou suivant que Ton a 



ou plus petit, suivant que est plus grand que i, égal à i, 



^ /i -h r /i -h I ^ n ■ 



On doit distinguer deux cas, suivant que n est pair ou impair. 

SI n est pair, il y a un nombre impair de termes dans le dévelop- 
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pemenl : il y a donc un terme au milieu, qui en a - avant lui, - après 

lui. Tant que p est inférieur ou égal à -> le coefficient du terme qui 

en a/? avant lui est plus grand que le coefficient précédent; les coef- 
ficients vont en augmentant jusqu'au coefficient du terme du milieu, 
qui est le plus grand'; ils diminuent ensuite, en reprenant les mêmes 
valeurs, en ordre inverse; c'est ce qu'on observe dans les dévelop- 
pements 

( a -^ j:)* = a* -h 2 a a: -i- x-^ 



Si n est impair, il y a un nombre pair de termes dans le déve- 
loppement, il y a deux termes au milieu dont l'un a termes 

avant lui, dont l'autre a termes après lui. Jusqu'au premier de 

CCS termes, les coefficients vont en augmentant; le second est égal au 

premier, puisqu'il y a précisément termes avant ce premier, 

puis les coefficients suivants vont en diminuant, c'est ce qu'on observe 
sur les développements 

(a -h x)^= a' -4- 3 a* 37 -+- 3aa7«-f- ar». 

(a -f-a7)5= a5-+- iya^x -h loa^ x^ -h 10 a^ x^ -h 5«a?*-i-a?5. 

Si l'on multiplie par a -]- x les* deux membres de la formule 

(a-f-ar)'»= C'^a^-^- G? a"-*a: -h. . .-f- Gja«--Pa7/'-H. . .-h C,'ia7«, 

on trouve 

(a + a7)«+»= Cîa«+»-f-(G'»-+-GS)a«a7-f-...4-(G«-+-G«_,)rt«-/'+ij7/'-+-...; 

comme on doit avoir d'ailleurs 

(a -f- x)"-*-^ = Gg+ * a«+i -h C1^ ' «« 37 h- . . . -+- G^+» ««-a»-»-! a-ZM- . . . ; 
on voit qu'on a, en général, pour/? = 1, 2, . . ., /?, 
U) G;+» = GJ-f-G{;_i; 

formule qui donne une règle simple pour déduire le développement 
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de (a -i- a?)""*"* du développement de (a-h^)", et pour obtenir les 
coefficients numériques dans les puissances successives du binôme, 
lesquels figurent dans les lignes du triangle de Pascal : 
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3 
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lO 


10 


5 


I 



A partir de la seconde ligne, chaque élément, autre que le premier et 
le dernier, toujours égaux à i , est la somme de deux éléments con- 
sécutifs de la ligne supérieure, à savoir l'élément qui est placé sur l.i 
même verticale, et celui qui précède cet élément. 

Si, dans la formule (i), on fait successivement a = i, :r = i, 
puis a = i , x=z — I , on trouve 

o = CJ - Cî-^ C3-f-. . .+ (- \)pC''p-^, ..-+-(- O^C», 

la somme des coefficients est égale à 2" ; la somme des coefficients de 
rang pair est égale à la somme des coefficients de rang impair; cha- 
cune de ces sommes est égale à la moitié de la somme totale, c'esl- 
à-dire à 2"~*. 



§ 6. - POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES. 

44. En ce qui concerne la continuité, la méthode suivie pour les 
polynômes à une variable s'étend sans peine aux polynômes à plu- 
sieurs variables; c'est ce que je vais expliquer sommairement dans le 
cas de deux variables. 

Supposons qu'un polynôme à deux variables /(^, j^) soit ordonné 
de la façon suivante : on écrit d'abord le terme constant, s'il y en a 
un, puis, s'il y en a, les termes du premier degré en x^ y, puis les 
termes du second degré, puis les termes du troisième degré, etc. 
Quant aux termes d'un même degré, qui forment un groupe homo- 
gène, on pourra, pour y mettre de l'ordre, les ordonner par rapport 
aux puissances ascendantes de l'une des variables, aux puissances 
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descendantes de l'autre variable : J'écris ci-dessous un poljnome du 
cinquième degré ordonné de cette manière, 

3 4- ix—y-^x^ — y^-^-x^-^ x^y — a?«-+-^7* — y^\ 

les groupes homogènes dont j'ai parlé plus haut, et qui sont respecti- 
vement des degrés o, i, 2, 3, 5, sont 

3, ix — y, x^ — y^j x^ -^ x*y, — x^-\-xy^ — y^ : 

les termes du quatrième degré font défaut. 

Si Ton ne considère que des nombres j:, y dont les valeurs absolues 
soient, au plus, égales à i , la valeur absolue du polynôme est, au plus, 
égale à la somme de ses coefficients, pris en valeur absolue. 

Un polynôme homogène en x, jk? de degré/?, dans lequel J7, y sont 
moindres en valeur absolue qu'un nombre positif a, est plus petit en 
valeur absolue que la somme de ses coefficients multipliée par olP. 

Par exemple, dans le polynôme en x, y précédemment écrit, si les 
^a^iables x, y sont plus petites en valeur absolue que le nombre po- 
sitif a, les groupes du premier, du second, du troisième, du cinquième 
degré ont des valeurs qui restent respectivement moindres que 3a, 
2a-, 2a', 3 a*. 

Le lecteur doit se rendre compte que, d'une façon générale, si les 
variables sont suffisamment petites en valeur absolue, le groupe des 
termes du premier degré est plus petit que le groupe des termes du 
second degré, celui-ci que le groupe du troisième degré, etc. Toute- 
fois, il n'en est pas toujours ainsi : si l'on suppose, dans l'exemple 
précédent, que x soit égal à y, l'ensemble des termes du second degré 
sera nul et aura ainsi une valeur absolue moindre que celle des termes 
du premier degré, si petits que soient x et y en valeur absolue. Il y 
a là une difl'érence essentielle avec les polynômes à une variable. 

Un polynôme en x, y est nul pour x = o^ y=^o lorsqu'il ne con- 
tient pas de terme constant, il n'est nul que dans ce cas. 

Quand un polynôme /(Xj y) ne contient pas de terme constant, sa 
valeur reste aussi voisine de o que l'on veut, pourvu que x^ y restent 
suffisamment voisins de o. 

Par exemple, si x, y sont assujettis a être moindres en valeur 
absolue que r^, le polynôme 

aa: — y -hx* — y^-h x^-^x^y — x^-\-xy^ — y^ 
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est moindre en valeur absolue que 

et, par conséquent, si l'on suppose ri<C i, moindre que lor, ; si l'on 
veut que le polynôme reste plus petit que e, il suffira de prendre rj< — 

Pour des valeurs de x, y voisines de o, un polynôme en x, y reste 
voisin de la valeur qu'il prend pour x = o, y =zOj à savoir de la 
valeur (nulle ou non) de son terme constant. D'une façon précise, 
quelque petit que soit le nombre positif e, on peut assigner un nombre 
positif 7j tel que les conditions | j? | << vi, | J" | <C t^j entraînent Tinégalilé 
I /(x, y) — /(o, o) I < 6. Dans cette inégalité, /(o, o) désigne la va- 
leur que prend le polynôme pour x = o^ y = o, La proposition est 
évidente puisque le polynôme /(^, y) — /(o, o) ne contient pas de 
terme constant. 

C'est ce que l'on exprime en disant qu'un polynôme est une fonction 
continue de x^ y pour :c = o, j^ = o. 

Quand le terme constant n'est pas nul, on peut assigner un nombre 
positif a, tel que si x, y sont moindres en valeur absolue que a, le 
polynôme ne soit pas nul et soit du signe de son terme constant. 

Si maintenant on veut étndier un polynôme /(^yy) pour les valeurs 
de x^y respectivement voisines des nombres a, 6, on posera 

or = a -h ht y = b -\- kt 

et l'on transformera le polynôme en un polynôme à deux variables A, 
/-, qui ne devront prendre que des valeurs voisines de o. Le terme 
constant du nouveau polynôme sera la valeur qu'il doit |>rendre 
pour A = o, A' = o, c'est-à-dire /(a, b). 

Un polynôme fi^oc^y) est une fonction continue de x, y pour 
X •=' a^ y ■='b. Voici, au juste, ce qu'il faut entendre par là ; quelque 
petit que soit le nombre positif e, on peut lui faire correspondre un 
nombre positif t; tel que les conditions 

|:r — a|<T), \y-^h\<t^ 

entraînent l'inégalité 

\nx,y)^f^a,h)\<z. 
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4S. Un polynôme à plusieurs variables, par exemple un polynôme 
fi^^yj^) ^ trois \ariables ^, y^ z, donne naissance à des dérivées 
partie lies, prises par rapport à ces diverses variables. On peut, si 
l'on veut, l'ordonner par rapport à x, le considérer comme un poly- 
nôme en X, et prendre sa dérivée, par rapport à x, d'après la règle du 
n® 35. On pourra l'ordonner par rapport à y^ le regarder comme un 
polynôme dont la variable s'a-ppellerait y et appliquer la même règle, 
pour obtenir la dérivée par rapport à y. De même, pour la dérivée 

partielle par rapport à 5, Au reste, il n'est nullement nécessaire 

d'ordonner, comme je viens de le dire, le polynôme successi\ement 
par rapport à chacune des variables, puisque, en vertu d'une remarque 
antérieure, on peut appliquer la règle relative à la formation de la 
dérivée d'un polynôme à une variable sans avoir réduit ce polynôme. 

Le polynôme proposé, s'il a trois variables, sera formé d'une somme 
de monômes dont chacun sera de la forme \x^y?zy, ol^ P, y étant des 
nombres entiers, positifs ou nuls : ce terme fournira dans les dérivées 
partielles, prises respectivement par rapport à x,j) , -s, des termes qui 
seront respectivement égaux à 

pour avoir Tune des dérivées partielles, la déri\ée par rapport à x, 
par exemple, on fera la somme de tous les termes analogues à 
(i\.x^~*y?z^^ déduits de chaque monôme. 

11 est à peine utile d'observer que si a était nul, si la variable x ne 
figurait pas effectivement dans le monôme considéré, celui-ci n'intro- 
duirait aucun terme dans la dérivée partielle prise par rapport a x. 

Les dérivées prises par rapport k x, y^ z du polynôme /{x, y^ z) 
dont on vient d'expliquer la formation se désignent respectivement 

Si l'on a, par exemple, 

fi^i^i^) = 3 -h 2x-^y -hx* — z^-^ 3j'*-3, 
on aura 

Les dérivées du monôme Ax^y^zf^ qui est du degré a + p -t- y, 
sont évidemment du degré a + ^ -H y — i , si aucun des exposants a, 
,S, y n'est nul; si quelqu'un dçs exposants est nul, une des dérivées 
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partielles est identiquement nulle; on déduit de là facilement que, si 
un polynôme est de degré n, ses dérivées partielles sont au plus de 
degré n — i . 

La définition des dérivées partielles d'un polynôme à plusieurs 
variables peut être rattachée à la définition de la dérivée d'un poly- 
nôme à une seule variable. 

Je continue de raisonner sur un polynôme fi^x^y^z) à trois va- 
riables x^ y^ z. Je suppose que, dans ce polynôme, on remplace x, 
X, z respectivement par x -\- h^ y + f^i 5 + /; on peut développer 
chaque terme, et réduire ensuite le polynôme comme si a?, yj z étaient 
les constantes et A, A", / les variables; c'est-à-dire qu'on réunit en- 
semble les termes qui contiennent un même monôme en A, X:, 1 : on 
parvient ainsi à une identité de la forme 

(0 /(^-H/t,r-^^, z^l)=z N-+.PAH-QX--f-R/-h..., 

où N, P, Q, R, ... sont des polynômes en x^ y^ z qui ne contiennent 
pas A, A', /; les termes non écrits contiendraient des monômes en A, 
A', /qui seraient du deuxième, du troisième, . . . degré. Cette identité, 
devant avoir lieu quels que soient A, /:, /, a lieu pour A = o. À" = o, 
/ = o, ce qui montre que N n'est autre chose que le polynôme 
f{x^y^z) lui-même; elle doit avoir lieu, quel que soit A, quand on 
suppose A* = o, Z = o; il en résulte que P est le coefficient de A, 
dans le développement, ordonné suivant les puissances croissantes 
de A, du polynôme y(a: + A, j', z) obtenu en remplaçant x par x -\- A, 
dans le polynôme f{,x^y^z) : P est donc, par définition, la dérivée 
partielle dn polynôme /{^^ y, z) prise par rapport à jc; de même Q 
et R sont les dérivées partielles du même polynôme prises par rapport 
à y et k z. 

Ainsi les dérivées partielles d'un polynôme /{x^y^z) sont les 
coefficients respectifs des termes du premier degré en A, A*, / dans le 
développement du polynôme en A, A', / obtenu en remplaçant 
dans /(.r, y, z) x, y, z par x -\- h, y-\- k, z -h L 

Si l'on désigne par a, 6, c des nombres quelconques, et si l'on 
remplace, dans l'identité (î), x^y^ z respectivement par a -f- a:, b-\-y^ 
c -\- z^ on voit apparaître immédiatement la proposition suivante : 

Les dérivées partielles du polynôme /(a-|-x, b-^y, c -^ z) par 
rapport à x^ y, z s'obtiennent en remplaçant dans les dérivées par- 
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lielles fj:j fy, /i du polynôme /(x, y^ z) x, y, 5 para + :r, 6 +y, 

46. Les dérivées partielles f'j^^fyt f'^ du polynôme /(^, y^z) sont 
dites du premier ordre\ /j, /j, /^ sont des polynômes en x^ y^ z, 
admettant eux-mêmes des dérivées partielles par rapport à a?, y, 5 : 
ces dérivées partielles sont dites les dérivées partielles du second 
ordre de/(x,y, z) : elles engendreront à leur tour des dérivées par- 
tielles du troisième ordre, etc. 

Si le polynôme /(x, y^ z) est du degré /i, ses dérivées partielles du 
premier ordre sont au plus de degré n — i , ses dérivées partielles du 
second ordre sont au plus du degré n — 2, . . ,; ses dérivées partielles 
du (n — iy*™« ordre sont au plus du premier degré; quelques-unes de 
ces dérivées peuvent d'ailleurs être des constantes ou être identique- 
ment nulles ; en tous cas les dérivées partielles du /i'^"« ordre sont 
certainement des constantes, dont quelques-unes peuvent être nulles; 
les dérivées partielles d'ordre n -+- 1 sont identiquement nulles ainsi 
que toutes celles d'ordre supérieur à //. 

I^ dérivée partielle /^^ du premier ordre, admet trois dérivées 
partielles prises respectivement par rapport k x, y, z; on les désigne 
respectivement par 

Jxxi Jxyi fxz' 

Les dérivées partielles de f^j prises respectivement par rapport à x, 
jj z se désigneront de même par 

fyxi fyyi Jyz-t 

les dérivées partielles de/j par rapporta ^, y^ z se désigneront enfin 
par 

Six. fiy. n^ 

Il semble donc qu'un polynôme à trois variables admette neuf 
dérivées partielles du deuxième ordre, vingt-sept du troisième, etc. 
Toutefois, tous les polynômes que l'on obtient ainsi ne sont pas dis- 
tincts : par exemple, les deux polynômes /^^ et /^^ sont identiques. 

En d'autres termes, on peut, dans une dérivée seconde, intervertir 
l'ordre dans lequel on prend les dérivées. 

Comme la dérivée d'un polynôme s'obtient en faisant la somme des 
T. 8 
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dérivées de ses termes, il suffit évidemment de constater la vérité de 
la proposition énoncée sur un terme A^r^^P^T du polynôme ou, si 
Ton veut, sur un polynôme réduit à ce terme. 

La dérivée partielle prise par rapport à x est aAa?*~*^?.3T; la 
dérivée partielle de ce résultat, par rapport à y, est a^A57*~*^'P~*-3T; 
on serait arrivé évidemment au même résultat en prenant d'abord la 
dérivée partielle par rapport à jk? et la dérivée partielle du résultat par 
rapport à a?. On a donc/;^=/;^,/;^=/;^, .... 

Il n'y a, pour un polynôme en x^ y^ 5, que six dérivées partielles 
du second ordre, que l'on peut désigner par 

yx«» Jy^t Jz*i Jyzt Jzx^ Jxyi 

en donnant respectivement à/^,, /^,, /J, le même sens qu'ày^^j^., /^^, /T;. 
Si l'on considère, par exemple, le polynôme homogène du second 
degré à trois variables x, y^ z, 

o(x, y, z) = aa:*-+- a y^-h a' 5' -h ibyz ■+- -ib' zx -\- ^b'sry, 

on aura 

«&i,= '2{ax -hby-^b'z), 

o'y = 2(6'j7-+- a'^-h bz)j 
cpl = i{b'x -+- by -h a* -s), 

o;. = 26, <Pcx = a b\ ^"^y = 2 b". 

Une dérivée partielle p^^'^^ du polynôme /{x^ y^ ^) sera définie 
quand on dira par rapport à quelles variables on doit successivement 
prendre chacune des dérivées : pour que l'on ait affaire à une dé- 
rivée z?*^"*^, il faut que l'on prenne p dérivées; mais peu importe 
l'ordre dans lequel se prennent ces dérivées, pourvu que l'on prenne 
toujours le nombre indiqué de fois la dérivée par rapport à x, par 
rapport à y^ etc. Le théorème relatif à la possibilité d'intervertir 
l'ordre de deux dérivées s'étend en effet absolument comme le 
théorème relatif à l'interversion des facteurs dans un produit. La dé- 
monstration comporte les étapes suivantes : 

Dans une dérivée partielle quelconque, on peut intervertir l'ordre 
dans lequel on prend les deux premières dérivées, Tordre dans lequel 
on prend les deux dernières, l'ordre dans lequel on prend deux déri- 
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vées consécutives quelconques, Tordre dans lequel on prend les di- 
\ erses dérivées. 

De celte proposition résulte la notation pour désigner une déri- 
vée ^'*™*^ ; on la représentera par un symbole tel que 

OÙ a, ^, Y sont des entiers positifs ou nuls dont la somme est/?; sup- 
posons d'abord qu'aucun des nombres a, p, v ne soit nul. On devra 
partir de/{Xjy, z)^ prendre la dérivée par rapport à x, la dérivée du 
résultat par rapport ù x, etc., et ainsi de suite a fois. On forme ainsi 
successivement les polynômes 

XI y a«ï Jjc*^ • • • » yjc* i 

on part du dernier, on en prend la dérivée par rapport à y, la déri- 
\ée du résultat par rapport à y^ etc., et ainsi de suite P de fois; on 
forme ainsi les polynômes 

on prend ensuite les dérivées par rapport à 5, et l'on forme les poly- 
nômes 

dont le dernier est celui que l'on cherche. 

Si a était nul, le symbole /j.«^,p,T7 o\x l'on devrait alors avoir ^ -+- y = /?, 
aurait, par définition, le même sens que XpsTî etc. 

47. Cherchons la valeur, pour a: = o, jk = o, 3 = 0, de la déri- 
vée />'*■" d'un monôme Aa?*^P-3Y, où a, p, Y sont des nombres entiers 
positifs ou nuls; il est clair que, si l'on doit prendre la dérivée par 
rapport à x plus de a fois, ou la dérivée par rapport à y plus de 
pfois, etc., le résultat sera identiquement nul; si l'on doit prendre 
la dérivée par rapport à x moins de a fois, il restera dans le résultat 
un ou plusieurs facteurs x\ ce résultat sera donc nul pour j? = o. 

Si donc aucun des nombres a, P, y n'est égal à o, la seule dérivée 
du monôme \x^y^z"( qui ne soit pas nulle pour a; = o, j^ = 0,^=0 
s'obtient en prenant a fois la dérivée par rapport à a:, p fois la déri- 
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vée par rapport à j^, y fols par rapport à 5 ; sa valeur est 

a(a — I). . . I X P( P — I). . . 1 X y(y — i). . . I X A; 

si a était nul sans que ,3, y le fussent, la dérivée devrait être prise 
P fois par rapport à j^, y fois par rapport à z; elle serait 

P(P — i)...ixy(y-i)...ix A. 

On peut la représenter dans tous les cas, avec les conventions 
expliquées au n** 43 par le symbole a! p! y! A. 

Un polynôme réduit /(x, jKi ^) est la somme de monômes tels 
que Ax^y?zy^ tous distincts. Il résulte de la remarque précédente 
que la dérivée d'ordre cl -\- ^ -\- y de ce polynôme, que Ton est convenu 
de représenter par le symbole /^.î "5 ^/'^\ même dans le cas où Fundes 
nombres entiers a, p, y est nul, se réduit pour x =■ o^ ^==o, -5 = 
à a ! P ! Y ! A ; inversement le coefficient numérique du monôme x^y^z^ 
qui figure dans le polynôme s'obtient en divisant par a! p! y! la dé- 
rivée /^Î^^t^^^ dans laquelle on a remplacé x, j^, z par o. 

48. Je vais appliquer cette règle à la recherche des coefficients du 
développement du polynôme (x -\-y -\- z)''^ n étant un nombre 
naturel. Ce polynôme en x, y^ z est évidemment homogène et du 
degré n ; quand il est développé, il est la somme de termes de la 
forme x^y^zy, où a, p, y sont des entiers positifs ou nuls, dont la 
somme est égale à n, multipliés par des coefficients numériques que 
l'on détermine par la règle précédente. 

Les dérivées premières de (x -\- y -[- z)'^ , par rapport à x, y^ z, 
s'obtiennent par la règle d'après laquelle la dérivée de (x-t-a)", 
quand a est une constante, est égale à /i(a: -|-a)"~*. Ces trois déri- 
vées partielles du premier ordre sont égales à n(x-i-y-\-z)'*~*^ les déri- 
vées secondes sont de même toutes égales à n (n — i )(x -\-y + -s)""", etc. ; 
toutes les dérivées /i**"*«'« sont égales à n(/i — i)(/2 — 2)...i == /i! Le 
coefficient de x^y^z"( est donc égal à 

n\ 

aipÎYÎ' 

et le développement du polynôme (^ + y + 5)" est égal à la somme 
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(le tous les monômes distincts de la forme 



n 

a' 



T^l"^^^^^ 



que l'on peut former en prenant pour a, p, y des nombres entiers 
positifs ou nuls dont la somme soit égale à n. 

Si, par exemple, n est égal à 2, la somme des nombres a 4- p -h y 
(levant être égale à 2, Tun de ces nombres peut être égal à 2, les deux 
autres étant nuls; deux des nombres peuvent être égaux à un, Tautre 
étant nul. 

Autrement dit, il peut y avoir, dans le développement, des termes 
enz^, en^^, en 5^, enyz^enzx^ en x/; il ne peut y en avoir d'autres. 
Le coefficient numérique des termes en a;^,^^, 5^ est égal à -^ — f-^ = i; 

le coefficient numérique des termes en ^5, 2J7, o;^ est égal à ^ ', = 2. 
On a 

(x -^ y -\- zy — X' -\- y^ -\- 3*^- lyz -^ izx -\- ixy. 

Si Ton suppose n = 3, on reconnaît de même qu'il doit y avoir, 
dans le développement, des termes en x^^y^^ z^ dont le coefficient 
est I, des termes eny^z^ ^^J^ x^z^ z^x, x^y, y^x dont le coefficient 
est 3; un terme en xyz dont le coefficient est (). On a donc 

(a:-+-^-+--5)'= a:»-h j^»-f-z5-+- Zy^z -^Zz^y -^ Sz^x ^ Zx^z 
-+- Zx^y -+- Zy^x -+- &xyz. 

Le lecteur reconnaîtra sans peine que la méthode donnée pour 
obtenir le développement de (a? + y -f-;;)" s'applique au développe- 
ment de la puissance /i'*"® de la somme d'autant de variables que l'on 
veut; il pourra aussi retrouver par cette voie la formule 

{x -^ y)*^ x^ x^~^ y x^~^y^ x'^~*y^ y" 

^1 ^ TTT"^ (n — 1)! i! "^(n-ïV.-i! ■^C/i-3)!3î "^"'"^ 7\ 

qui résulte d'ailleurs des formules (i) et (2) du n'* 43. 

49. Enfin, si l'on désigne para, 6, c trois nombres quelconques, la 
même méthode s'applique à trouver le développement du polynôme 
en x^yj z^f(a -\r x, b -^ y^ c -\- z), obtenu en remplaçant les variables 
ar, j, ;; par a-\- x, b -^ y^ c -\' z dans le polynôme /(a:, y^ z). 

Le coefficient du terme en x"^ y^z'^ s'obtiendra en divisant par 
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a! ^! y! la valeur pour a? = o, j^= o, ;; = o de la dérivée d'ordre 
a + ? -H Y du polynôme /(a -\- x, b -\- y^ c -\- z) prise a fois par rap- 
port k X, p fois par rapport à j^, y fois par rapport à z. Or, en vertu 
d'une remarque antérieurement faite pour les dérivées du premier 
ordre, et qui s'étend de suite aux dérivées d'ordre quelconque, cette 
dérivée se déduit de la dérivée /^.5 "5 ^y^^^ en y remplaçant x, j-, z res- 
pectivement par a-{- x^ b -\- y^ c -^ z. Sa valeur pour ;r = o, ^ = o, 
z = o s'obtiendra donc en remplaçant, dans cette même expression 
/iV^^^^ ' ^*»^'» ^ para, 6, c; on convient de représenter le résultai 
par le symbole 

Avec cette notation, on voit que le coefficient du terme en x^y^z'i 
s'écrit 

a! 6! vwa^^f^ 

et le terme lui-même peut s'écrire 

le développement cherché est la somme de tous les termes distincts 
de cette forme qui ne sont pas identiquement nuls. 

11 est clair que l'on n'aura pas à écrire de termes pour lesquels 
a + p + y dépasse le degré n du polynôme f{x^ y^ z), 

La règle précédente ne s'applique pas au terme indépendant de x^ 
y, z, mais on sait déjà que ce terme, qui peut s'obtenir simplement 
en remplaçante, j', z par o dans /(a + a?, 6 -hy, c -h z) est/(a,6,c'). 

11 est naturel de grouper ensemble tous les termes qui ont le même 
degré p^n en x^y^ z : ces termes sont de la forme (i), en suppo- 
sant 0L-\- ^4- Y==/?. 

En supposant/) = i , leur ensemble est 

^^'^/aî/ô^/c^^signent les valeurs de /[.,/^,/^ quand on y remplacer, 
y^ z respectivement par a, b^ c; c'est, à part la différence des nota- 
tions, une observation qui a déjà été faite au n° 4S ; l'ensemble des 
termes du second degré est 

|(^«/;;.-i- j^ViW 5«/c.-4- 27V6C-+- 2-^/mH- î^^/âft)» 
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<^ù /Ji, /fct, y^«, ff^c-i fcat fab représentent respectivement les valeurs des 
dérivées secondes y^,,, //,, /J., /^,, /J^., /^^ quand on 3' remplace x^ 
/, -3 par a y h^ c\ cet ensemble pourrait s'écrire symboliquement 

à la condition de remplacer, dans le développement de ce carré, 
effectué par la règle donnée dans le numéro précédent, 

Ua)\ (fiY. ifc)\ nfc. fcfà. fan 

par 

y««ï yi«î Jc*^ flo fcat fab' 

Cette observation est générale, comme on le reconnaît en se repor- 
tant à la règle pour obtenir le développement de la puissance/?**"** 
d'une somme de trois termes; Tenserable des termes du ^'«"•^ degré 
en X, y, z peut s'écrire symboliquement 

en supposant que l'on a d'abord effectué le développement de la puis- 
sance /)**"*, puis que l'on y a remplacé le terme 



où a + ^ -I- Y est égal à /?, par 

on est enfin parvenu à la formule symbolique 

(^) /(« -\-or,b-\- y,c -^z)=/(a, b, c) -h ar/i-h ^/i+ z/;. 



' ^^fa-^yn^^fiy 



1.2.../? 



' i^/L+yn+^fcr- 



I.-2 . . ./l 
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Cette formule, avec des modifications insignifiantes, s'applique à 
des polynômes à autant de variables que Ton veut. 

Si on l'applique, par exemple, au polynôme du second degré à 
deux variables 

f{x^y) = Aa7«-f- aBarj^-f- Cy^-^ il>x h- aEj^-h F, 
dans lequel on a 

/i=a(Aa7-hB>^-+-D) /;= 2(Ba:-h C j^-h E), 
/;, = 2A, /;^=aB, /;.= 2C, 

on aura, symboliquement, 

et, d'une façon explicite, 

fia^x,b^y)z=f{a,b)'^xfi-^yf'i,^\(x^fa*^ixyfah-^y^fb^) 
= /(«i *) -H aa?(Aa -4- B^» -h D) -4- 2^(Ba -h G^n- E) 
-h A a?* -4- -2 B 37^ -4- G^'; 

on voit, par cette formule, que l'ensemble des termes du second 
degré est le même dans le polynôme 

f{a-\-x,b->r y) = A(a7-Ha)*-h2B(a7-4-a)(^-HÔ)-i-G(j^-f-6)* 
-h2D(a7-4-a)-h2E(j^-4- 6)-+-F, 

que dans le polynome/(a7, y) : cela était aisé à prévoir, les termes du 
second degré dans le développement dey(a + a?, 6 + y) proviennent 
des termes du second degré de /(^, y). Or, quand on développe 
A(a?4-«)2, le seul terme du second degré est évidemment ^.x^] 
quand on développe 2B (x -h a) (y -\- b) ^ le seul terme du second 
degré est aBxj^, etc. Ce résultat est général : si /(^, j), 5) est un 
polynôme du degré n, l'ensemble des termes du degré n dans le déve- 
loppement du polynôme /(a -{- x, b -\- y, c -\- z) est identique à l'en- 
semble des termes du degré n dans /(a:, j', ;;). 

La formule (2) s'applique sans modification à un polynôme homo- 
gène du /i*^*"* degré. 

Je vais l'appliquer au polynôme homogène du second degré 

9{^y yy ^)= ax*-h a'y^-\- a' z^ -\- *ibyz -^^b'zx -^ 'ib'xy^ 
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en y remplaçant toutefois les lettres a^ 6, c par Xq^ y^^ Zq et en rem- 
plaçant x^ y y z par kx^ ky, kz : elle donne alors pour l'expression 
de <p(xo -h kx, yo 4- ky^ Zo-hkz) 

9(^0, ro, -50)-+- ^'(^?x«-^r?r.^- ^9z,) 
k* 

-+- - (^^9xi-^y^9yi-^ ^'?'ia-^ ^r^?;.s.^- 2^?î..r„-^ ^^r?.;,,-.)» 

ou y^^, ç^^, . . ., ol-^y^ désignent ce que deviennent les dérivées partielles 
©;, ©^, . . ., o'j.y. quand on y remplace x, y, z par Xo, y^, z^. 

On adonné au n** 41 les valeurs de ces dérivées; en remplaçant les 
dérivées secondes par leurs valeurs, on obtient l'identité 

( 9{xQ->rkT,yQ-^kyyZ^'\rkz) 

\ =?(^o,7o,^o)4-X:(arcp;^-f-^9;^-h^?lJ-hA:»?(a?,^,5); 

au reste, que l'ensemble des termes du second degré en x^y^ z dans 
le développement de ^{x^-^- kx^ yo + f^y^ ZQ-^kz), soit égal à 
/*o(x, r, 5), c'est ce qu'on pouvait prévoir par le raisonnement 
utilisé à la fin du précédent numéro. 

L'identité (i) a lieu quelles que soient les valeurs attribuées aux 
lettres Xo^ yo^ Zq, x, y^ z : supposons qu'on prenne Xo = Xjyo=yy 
Zo=z, Le premier membre «p [07(1 -+- k)yy{i -f- A"), 5(1 + A*)] s'obtient 
en remplaçant, dans le polynôme homogène ç(^, r, 5), x^ y^ z par 
x{i -u A), y(i 4- A:), 5(1 + A) ; chacun des monômes qui constituent 
^{x,y, z) se trouve alors multiplié par(i + A:)^, en sorte que le premier 
membre de notre identité n'est autre chose que (j)(j7,y, ^)(i -\- k)-; 
elle devient donc 

cette dernière identité doit avoir lieu quel que soit le nombre A:; si 
donc on ordonne suivant les puissances de A", les coefficients d'une 
même puissance de k doivent être les mêmes dans les deux membres. 
La comparaison des termes indépendants de k et des termes en A^ 
n'apprend rien : la comparaison des termes en k donne l'identité 

qui se vérifie immédiatement en remplaçant o^, <p^, o^ par leurs ex- 
pressions développées. 



122 CHAPITRE II. 

Le même mode de raisonnement s'applique à un polynôme homo- 
gène /(^,^', 5) de degré n et conduit, comme le lecteur n'aura 
aucune peine à le voir, à l'identité symbolique 

(3) (:r/i ^yf;.^zfL)P= n(/i - i)(/i _ 2) . . . (/i — /? -+- i)/(:r, y. z), 

où p est l'un quelconque des nombres i, a, .. ., n. En particulier, 
pour /> = I, on obtient l'identité suivante, qui est une généralisation 
immédiate de l'identité (2), 

(4 ) ^fx-^yf'y-^ ^f'z = ^A^^ y> ^). 

En raison de l'importance de cette identité, j'en indique une autre 
démonstration : 

Elle se vérifie de suite en prenant pour f{oc^y^ z) un monôme du 
degré /?, ^.x^y^z^^ dont les dérivées sont respectivement 

aAj:«-'^'P;5r, pAa7«^P-»^Y, YAa7*^P>sY-», 
en sorte que le premier membre se réduit à 

comme un polynôme homogène /(j:,j^, z) est la somme de pareils 
monômes la proposition est évidente. 

Le lecteur reconnaîtra sans peine que si un polynôme /(a:, j^, z) 
vérifie l'identité (4) il est homogène et de degré n; il suffit, pour 
cela, de décomposer le polynôme en groupes homogènes. 

Revenons à l'identité (i) relative à un polynôme homogène du 
second degi*é ; le premier membre s'obtient en remplaçant dans 

x^ y^ z par 

Xfi-¥kx, y^-\-ky, 5oH- X'«, 

ou, ce qui revient au même, par 

<--?)' ^-^-^t)' K-^Î)' 

ou encore, en multipliant chacun des monômes qui constituent 
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ç(x, ^', 3) par k^ et en y remplaçant ensuite j:,^, z par 

^0 Vo ^0 

'^T' ^-^-k' -'+T' 
en d'autres termes, le premier membre peut s'écrire 

mais en vertu de l'identité (i) elle-même, dans laquelle on remplace k 
par j[, X, j>', z par 2:0,^0? -0 el ^oî^o? -0 par x, JK? -, on a 

ridentité (i) peut donc s'écrire sous la forme 

On en conclut, en comparant les termes en A", que l'on a identi- 
quement, quels que soient j:, ^, z^ ^ojJKoj ^oj 

Ce résultat, qui a une grande importance en Géométrie analytique, 
se vérifie d'ailleurs immédiatement en remplaçant (p!^, o' , o^ parleurs 
expressions explicites ; le premier membre devient alors 

il peut s'écrire 

2axQX-^ la'yoy -hia'z^z -h 'ibiyoz-i- Zqjt) 

•4- ib'{zoX'^xoz)-h 'ib''{xoy-i-yox); 

sous cette forme, on reconnaît de suite que ce polynôme en x, y, 5, 
^o»/oî Zo reste le même quand on échange les lettres x, JK? ^ et ^o> 
^Oî 2o« Cette même forme, d'ailleurs, met de suite en évidence 
ridentité ( 2), en supposant a^o =rzx, yo=y^ ^0= ^- 
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L'identité (5) est spéciale aux polynômes homogènes du second 
degré ; elle est toutefois un cas particulier d'identités concernant les 
poîynomes homogènes du /i*^"* degré, qui se démontrent par la 
même méthode qui nous a conduits à l'identité (5) et que je me 
contente de transcrire. On a pour les valeurs i, 2, ..., n — i du 
nombre/? 

(6) y (^/;.+r/;.+ ■»/;.)"= (7r=]?yT (^••^* +r./; +^0/^)»-". 

où les puissances ont le caractère symbolique sur lequel on a insisté 
à plusieurs reprises. 
On a encore 
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18. Soit a un nombre positif moindre que i, on a 



I -h a H- a' -h ... -H a'* < 



Soient A la plus grande des valeurs absolues des coefficients du poly- 
nôme f{x), x' la valeur absolue de x^ B un nombre positif quelconque : la 

A. 

valeur absolue de /(a?) est moindre que jy si x est moindre que 1 ; elle 

l> 

est moindre que B, si Ton a ir'< -: r:* 

^ ' A-h B 

La valeur absolue de x^/{x) est moindre que B si l'on a 
.—B-h /B(B-h4A) 

^< ^TX 

19. Pour quelles valeurs de x la courbe (G), définie par l'équation (n** 31) 
y = 3 — àx -h ^x^-h 5 x' -f- a:*, 
est-elle au-dessus ou au-dessous de la tangente au point de la courbe située 
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sur Taxe des j^, au-dessus ou au-dessous de la parabole définie par l'équation 

Déterminer la tangente à la courbe (G) aux points d*abscisses i et 4* 

âO. Déterminer un nombre positif a tel que, si la valeur absolue de x est su- 
périeure à a, la valeur absolue du polynôme 3 — aa?-H 4^' — Sar'-f- x^ soit plus 
grande que looo. 

21. Si un polynôme /(a?) a tous ses coeffîcients positifs, sa valeur augmente 
avec celle de Xy quand x est positif. S'il ne contient que des termes de degré 
impair, sa valeur augmente avec celle de x, quel que soit a:; s'il ne contient 
que des termes de degré pair sa valeur diminue quand x augmente en restant 
négatif. 

Si le nombre A est positif, la valeur de l'expression {x-\- A)« — x"^ aug- 
mente avec celle de x quand x est positif. 

22. Si un polynôme f{x)^ de degré n, est positif ainsi que ses n dérivées, 
pour j; = a, sa valeur va en croissant avec celle de x^ quand x est plus grand 
que a : cette valeur, quand x est plus grand que a, reste donc toujours po- 
sitive. 

23. II est souvent commode d'introduire en avant des coefficients d'un poly- 
nôme de degré n les coefficients numériques Gf , Cf , . . . , CJ de la puissance /i^'-*'"* 
d'un binôme; d'écrire, par exemple, les polynômes du deuxième et du troisième 
degré sous les formes 

ax^ -4- 2 6x H- c, ax^ ■+■ 3 bx^ h- 3 ex -4- d, 

et le polynôme du /i**"* degré sous la forme 

f{x) = a^x^-h Cîaiar'»-»-+- Cjaja7«-»-4- . . . -t- Cjan, 

oùao, ai, . . ., an sont des constantes. 
Montrer que l'on a, en désignant pSiTf^P^(x) la dérivée />'*""' de/(ar), 

Y~-^ = O^iaoX'^P-^- Cl'PuiX-^-P-i H- C'i-PatX^^-P-^-i- ...-+- C'izf* an-p). 

24. En conservant les notations de l'exercice précédent, soit a la plus 
grande des valeurs absolues des constantes ao, ai, . . ., a^; soient a:' et h' les 
valeurs absolues de x et de A, on a 

1/(07) I è a(^H- i)'S [^^^ ^ CJM^'^ i)-P, 
|/(ar -h A) — /(a?) I ^ a[(a7'-+- A'-f- i)«— (3?'-+- !)«]. 
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Si Ton suppose que la valeur absolue de x reste inférieure au nombre po- 
sitif A, le second membre de la dernière inégalité est plus petit que 

a[(A-i-/i'-hi)« — (A + i)"]. 

Dans les mêmes conditions on aura, en désignant par s un nombre positif 

quelconque, 

|/(:r+/,)-/(T)|<e; 

si Ton a 

A-<y/(A+.)''+l-A-i. 

23. Soit a la plus grande des valeurs absolues des constantes ai, aj, . . ., an 
dans le polynôme 

f{x) = a:" -h G'/ a, :r«-> -H G? a,x«-»-+- ... -h G» a;, ; 
on a, pour toutes les valeurs positives de x, 

le polynôme /(a:) est positif pour toutes les valeurs de x qui vérifient l'iné- 
galité 

V a -+- I — ^a 

26. Montrer que la somme 

Kn=(GS)*+(Gï)»+...-^(G;!)* 

des carrés des coefficients numériques du développement de la puissance /i'""* 
d'un binôme est égale au coefficient numérique maximum dans le développe- 
ment de la puissance 2/1'^™* de ce binôme. 

Il suffit de multiplier membre à membre les deux égalités 

(i -+-ir)«=G'i -i-G'/jT -f-G^a?» -4-...-+-G;îar'S 
{x -h i)« = GSa:«-4- Gïar"-» -+- G«a7«-i-f- . . . -h G;!, 

et de constater que, dans le produit des seconds membres, le coefficient de x^ 
est précisément la somme cherchée. 

Galculer le rapport J"*"' ■ 

27. Dans l'identité 

(a: -f- 1) (a? -+- 2) (a? H- 3) — a7(j: -h i) ( j: H- -2) = 3(a:*-h 3a: -f- 2), 
on remplace a? successivement par i, a, 3, .../> et l'on ajoute les p égalités 
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ainsi obtenues. Déduire du résultat la formule 

S, = , 

uù Si désigne la somme des carrés des p premiers nombres naturels. Celte 
même formule peut se déduire, d'une façon analogue, de Tidentité 

(ar-t-i)'— a?' = 3a:*-»-3iF-hi. 

Montrer que p est la racine cubique, à une unité près, de 3Sj. 
Montrer que la somme des cubes des/? premiers nombres naturels est 



28. Si l'on pose Fo(a:) = i, Fi(a^) = x et, en désignant par n un nombre 
naturel quelconque, 

F„(ar) = x(x -^ i) , , . (x -h n — 1), 
on a, quels que soient x et a, 

Fn(x -4- «; = es Fo(a) F„(x) -t- G'f F,(a) F^.jCj-) h- . . . 
-t- C;; Fp{a) Fn-p(x) -H . . . + C;S F„(a) Fo(a^). 

On constate que cette identité est vraie pour /i = 1; on démontre que, si elle 
e>l vraie pour le nombre naturel n, elle est vraie pour le nombre suivant n -+- i, 
ce qui résulte sans peine de l'identité 

Fp{a) F„-p{x) (a -+- a? -h /i) = F^^-i (a) Vn-,»{^) 

'^Fp(a)Fn~p^i{x). 

29. En posant 



P« = 



1 i.'i 

x(x -hi)(x -\' li) . . .(x -^ n — 1) 



j . 2 . 3 . . . /i 
ou a identiquement 

P«(ar-4-l) = Vn(x)^Pn-iix^i), 

P„(x-f-i) = I>,-f.p,(J.)^-P,(:^)-|-...-+-P„(:r), 

Pn(a-^x)= P«(a.)P„(«r)-i-P,(a)P„_,(j-) 

-+- P^{a)l\,-t(x) -H . . . -i- V„{a) 1\{T). 
30. Si l'on pose 

(x -\- 1) (x -h '1) . , . {x -h n — i) = 37»-* -h AiX"-^-{- . . . 
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on a 

{x -+- !)«-+- Al {x -h i)«-< -h . . . -f- A„-, ( jr -h i) 
= (a: -4- /i) (ar^-i-t- Aiar«-*H- ... -h A;^_,). 

Déduire de là les égalités 
Cn A, 



CJ H- C«i} A, -f- Cjîil A, -H ... 4- €?-''+« Ap_, = (/?-!) Ap_,, 

1-4- A, -h A,-h . . .-^ A„_, = (n — I) A„>i. 

Exprimer Ai, Aj, A3 au moyen de /t. 

Montrer, en supposant que n soit un nombre premier impair, que les nombres 
entiers Ai, A|, ..., A„_i sont divisibles par n ainsi que kn-\-\-i\ dans les 
mêmes conditions, si x est un nombre entier non divisible par n, ar'»— * — i est 
divisible par n. 

31. En conservant aux lettres A,, Aj, . . ., A„_| la signification de l'exercice 
précédent et en désignant en général par S,, la somme des H'""*' puissances 
des p premiers nombres naturels, on a 

S _i.A Q ^ _uA ^-4-nA _ (/>-M)(/>H-2)...(/?-h/i)-~i.'a.3.../i 
On-.|-f-Ai3rt_i-f-...-hA«_j&,H-/>A„-i= • 

32. En conservant les mêmes notations que dans rexercice précédent, mon- 
trer que l'on a 

GîS«_,-4- G?S„_,H- . . . -h CS_i S,-h/> = (/> -M)«— /?«. 

Calculer St, S3, S^ en partant soit de cette relation, soit de la relation ana- 
logue indiquée dans Texercice précédent. 

33. Ordonner, suivant les puissances croissantes ou décroissantes de :r, le 
carré du polynôme n-a7-+-a?*-i- . . .-hdp'*. Quel est, dans le développement, 
le plus grand coefficient numérique ? 

34. Trouver un polynôme /(a?) tel que l'on ait identiquement, en désignant 
par/'(a7) la dérivée de/(a:), 



I.2.3.../1 



On reconnaît aisément que le polynôme /(a:) ne peut être d'un degré supé- 
rieur à n. On applique ensuite la méthode des coefficients indéterminés, 
c'est-à-dire qu'on pose f{x) = AqH- Aïo: -h Aja7*-t- . . . -4- A^a?» ; en rcmpla- 
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çant ensuite, dans réquation (1), /(a:) et/'(x) par leurs expressions dévelop- 
pées, et en écrivant que, dans les deux membres, les coefficients d'une même 
puissance de x sont égaux, on trouve les relations 

Ao— Ai = o, A, — 2Ai = o, ..., A;,_i — /iA„ = o, A„ = 



1.2. 3.. .71 



qui permettent de déterminer les coefficients A^, A|, . . ., A». 

35. Ordonner suivant les puissances de a; le polynôme 

/(x) = (i-ha^)(n-a*a?)(n-a»a:).. .(i-+- a'»^:). 
En changeante; en ax dans cette égalité, on trouve aisément la relation 

/{x) (i 4- a'»^-»ar) =f(ax) (i ■+- ax), 

qui doit avoir lieu quel que soit x. 
En remplaçant dans cette égalité /(a?) et /{ax) par 

Ao-t- Aior -h. ..-+- Art a?", A© -H h.\ax -4-. . .-h Xna^x", 

égalant, dans les deux membre?, les coefficients de xp, on trouve une relation 
entre Xp et Ap-j, d'où, en tenant compte de l'égalité Ao= i, on tire aisément 

__ ^^^;^^ \ i — a«)(i — a/»-i)...(r — g^-/>^») 
^P"^ (i__a)(i-a«)...(i — aP) 

La définition même du polynôme /{x) montre que Ap doit pouvoir se 
mettre sous la forme d'un polynôme entier en a. 

36. La relation 

Xn — IX Xn- 1 -H X,i-i = O, 

011 n désigne un nombre entier au moins égal à 2, permet, quand on se donne 
deux polynômes Xo, Xj, de trouver successivement les polynômes 

Xj =237X1 — Xq, X3=2arXs — Xt, X4 ==..., 

qui la vérifient identiquement. 

On supposera dans ce qui suit Xq = i, Xi = a:. 

Former explicitement les polynômes Xj, Xj, X4, X». 

Montrer que X„ est un polynôme de degré n, ne contenant que des termes 
dont le degré est pair ou impair suivant que n est pair ou impair. 

Trouver pour X^ le coefficient de a?" et celui de a?'»-*. 

Quelle est la valeur du polynôme X^ pour x = 1 et ar = — i ? 

Montrer que X„, quand on y remplace x par cosa, devient égal à cos/ia. 

T. 9 



^ I 
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37. Trouver tous les polynômes /(a?), de degré n, qui satisfont identique- 
ment à la relation 

(I - x^)/'(x) - xf{x) -H /iV(^) = 0, 

oii/'(ar),/*(x) désignent les dérivées, première et seconde, de/(ar). 

On posera/(a7) = Aca?»-!- AiJ^^-i-H-. . .-4- Art. En remplaçant, dans la rela- 
tion précédente /(a?), /'(a:), /'(a:), par leurs expressions développées et en 
écrivant que, dans le premier membre, les coefficients deic", r'*-*, ..., j:«-/', ... 
sont nuls, on aura tout ce qu'il faut pour montrer que A|, A,, As, ... sont 
nuls et pour déterminer Aj, A^, Ae, ... au moyen de A©; le polynôme /(x) 
est ainsi déterminé à un facteur constant près. 

Montrer que, si l'on prend Ao= •2'*-*, le polynôme f{x) n'est autre chose 
que le polynôme X^ de l'exercice précédent. 

38. Ordonner, suivant la puissance de a?, le polynôme que l'on obtient en 
prenant la dérivée n* de (jc* — i)" et en divisant le résultat par le produit 
2.4» • «2/1 des n premiers nombres pairs. En désignant ce polynôme par P/iC^:), 
montrer que l'on a identiquement en x 

/iP„(ar;— (2/1 -4- ï)xPn-i(x) -h(n — i)Vn-t{x) = o, 
(i — a:«)P*(a7)- %xV',^{x) -^ n{n -h i)Vn(x) = o. 

La première de ces relations permet de calculer successivement les poly- 
nômes Pj, Pj, Pi,, . . ., quand on suppose Po= i, Pi =f ^* — i- 

Dans la seconde, Prt(a7), P", (a:) désignent les dérivées première et seconde 
de Prt(a7). Tout polynôme /(ar) qui vérifie identiquement la relation 

— x^)/' (x) — 2x/' (x) -i- n(n-\'i)/(x) = o 

est de la forme APrt(a7), en désignant par A une constante. 
Quelle est la valeur de Pn(x) pour x = ï, pour a? =— i? 

39. Combien y a-t-il de termes, en supposant qu'il n'en manque aucun, dans 
un polynôme homogène du /i'*-'"* degré, à deux, trois ou quatre variables? 
Dans un polynôme non homogène? Combien dans un polynôme non homogène 
de degré n, à trois variables, y a-t-il de termes où l'une des variables entre 
au degré />? On suppose toujours qu'aucun terme ne manque. 

40. Soit/(a?o, Xi, ..., Xn-i) un polynôme réduit à n variables; soit ^ un 
nombre naturel supérieur au degré du polynôme /(xq^Xi, ..., x„^i) par 
rapport à l'une quelconque des variables; dans ce polynôme on remplace 
respectivement (*) a:©, a?i, . . ., arj, Xn-i par ar, a?*", arf', . . ., xif*~*; soit F(x) 

(') Dans xs*f xi*, '.-, g"^ et ^ sont les exposants de la puissance à laquelle on 
élève x\ le carré, ou le cube de arî se représentent par {ccsy= x^f, {a:fy= x^'. 
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le polynôme en x auquel on parvient ainsi. Monlrer, en s'appuyant sur ce 
qu'un nombre naturel ne peut s'écrire que d'une seule façon dans un système 
(le numération dont la base est g, qu'à deux termes distincts du polynôme 
/(jro,ari, ..., Xn-\)y correspondent deux termes distincts du polynôme F(jr) 
et comment, connaissant le polynôme F(^), on peut retrouver, terme par 
terme, le polynôme y (a:©, ^i, . • ., ^«-i)« 

41. Un polynôme /(a7o, J^i, . . ., Xn~\) ne peut être nul pour toutes les va- 
leurs entières attribuées aux variables sans être identiquement nul. 

42. Un polynôme /(xq^ arj, ..., Xn-i) ne peut être nul pour toutes les 
valeurs des variables qui satisfont à la condition cp(a7o, Xi, . . . , x,i^i) > o, où 
o(xqj Xi, .... x„—\) désigne un polynôme donné, sans être identiquement nul. 

La démonstration des propositions énoncées dans les exercices 41, At est 
immédiate quand il s'agit de polynômes à une variable. 

L'artifice indiqué dans l'exercice 40 permet, en prenant g assez grand, de 
ramener à ce cas le cas d'un polynôme à n variables. 

43. Montrer que tout polynôme /(j:, j^) à deux variables x, y tel que l'on 
ait identiquement /ij.= o est la somme d'un polynôme en a-, et d'un polynôme 

en/. 

44. Déterminer le polynôme le plus général /(a:, ^) homogène en x^y^ du 
degré /i, tel que l'on ait identiquement en x, y 

iMéme question, en supprimant la condition relative à l'homogénéité. 



CHAPITRE III. 

DIVISION DES POLYNOMES. 



§ 1. - DIVISION PAR UN MONOME. 

30. Les monômes et poljnomes que l'on considérera dans ce Cha- 
pitre seront toujours, sauf au n®58, des monômes ou polynômes à une 
variable, que l'on désignera par la lettre x. 

Si Ton considère deux monômes ax"^ bxP^ dont le premier est dit 
dividende, et le second diviseur y il n'y a évidemment pas de poly- 
nôme, contenant deux termes ou davantage, qui, multiplié par le 
second, reproduise le premier. Il existe un monôme qui, multiplié 
par bxP^ reproduise ax'^ si p est inférieur ou égal à /i, à savoir le 

monôme j x'*~p^ qui se réduit k j si n est égal à /?; on dit alors que 
le monôme ax"^ est divisible par bxP^ et le monôme j-oc'^'P est le 

quotient de la division de ax^^ par bxP : sa valeur est toujours égale 
au quotient exact de la division de la valeur du monôme dividende 
par la valeur du monôme diviseur, sauf lorsque x est nul, auquel cas 

lexpression -, — - n a pas de sens. 

Quand n est plus petit que/?, il n'y a ni monôme ni polynôme qui, 
multiplié par bxP^ reproduise ax^ : ax'^ n'est pas divisible par bxP. 
Toutefois, il y a une expression, d'une forme analogue à un monôme, 
qui jouit de cette propriété : c'est l'expression 

a \ a , . a 



b xP-'*^ h 6' 



en posant mr=i n — />. 

Malgré son analogie avec les monômes, on ne donnera pas le nom 
de monôme à l'expression a^r"'"; il sera toutefois commode, à l'oc- 
casion, de dire qu'elle est de degré négatif — m. 
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Considérons un polynôme A el un monôme B. Exisle-t-il un poly- 
nôme Q, tel que le produit par B de ce polynôme soit identique 
à A? 

S'il existe un tel polynôme, le produit de chacun de ses termes par 
B devra reproduire identiquement un terme de Al ; chaque terme de 
A est donc divisible par le monôme B, c'est-à-dire qu'il est de degré 
égal ou supérieur au degré du monôme B : S'il en est ainsi, en divi- 
sant, comme on vient de l'expliquer, chaque terme de A par B, on 
obtient évidemment un polynôme Q qui, multiplié par B, reproduit 
le polynôme A : celui-ci est divisible par le polynôme B; le poly- 
nôme Q est le quotient de la division. 

Sa valeur, quel que soit le nombre x (différent de o), est égale au 
quotient exact obtenu en divisant la valeur du polynôme A par la 
valeur du polynôme B. 

Ainsi le polynôme ^x^ — '6x^-\-^x^ est divisible par le monôme 3 a:', 

le quotient est ^3:* — j:' H- -^ j?^. 

Lorsque A contient un terme de degré inférieur au degré de B, la 
division n'est plus possible, au sens que l'on vient de dire; toutefois, 
on peut encore diviser, comme on l'a expliqué plus haut, chaque 
terme de A par le monôme B, quitte à introduire des termes ayant un 
exposant négatif. On obtient ainsi une expression analogue à un po- 
lynôme (à laquelle, toutefois, je ne donnerai pas le nom de poly- 
nôme)^ qui reproduit identiquement A quand on la multiplie par B, 
et dont la valeur, sauf pour a; = o, est toujours égale au rapport de 
la valeur de A à celle de B. On l'appellera, si l'on veut, le quotient 
exact de la division de A par B. 

£n divisant, par exemple, le polynôme 7.x^ — 'itx^-^-^x — i par 
3 X*, on obtient ainsi l'expression 

2 i I I I 2 4.1, 

Les expressions de la forme 

où A, B, . . . , L sont des constantes, et où a, p, . . ., X sont des nom- 
bres entiers positifs, nuls ou négatifs, jouissent de propriétés ana- 
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logues à celles des polynômes (on ne leur donne pas toutefois le nom 
de polynômes quand l'un des nombres a, p, ...,). est négatif). 

On peut les réduire, les ordonner par rapport aux puissances crois- 
santes ou décroissantes de la variable. Par exemple, l'expression pré- 
cédente sera ordonnée par rapport aux puissances décroissantes de x 
si l'on a a > p >> . . . > )w Aa:« sera alors le terme du plus haut degré, 
Lx^ le terme du plus bas degré. 

On peut ajouter, retrancher, multiplier des expressions de celle 
nature, en opérant comme pour les polynômes ordonnés. On recon- 
naîtra même, dans le cours de ce Chapitre, sans que j'y insiste davan- 
tage, qu'on peut les diviser par les mêmes règles que les polynômes. 

Je laisse au lecteur le soin de reconnaître qu'une expression de celle 
nalure, quand elle est réduite, ne peut êlre nulle pour toutes les va- 
leurs de X, sans être identiquement nulle ; que deux expressions ré- 
duiles de cette nature ne peuvenl être égales pour toutes les valeurs 
de X sans être identiques terme à terme; qu'une telle expression, 
quand elle est réduite et qu'elle contient effectivement des termes de 
degré négatif, est très grande en valeur absolue, pour les valeurs de x 
voisines de o; qu'elle est, pour de telles valeurs, du signe ^de son 
terme du plus bas degi^é ; que, si elle contient effectivement des ternies 
de degré positif, elle est, pour les 1res grandes valeurs absolues de t, 
1res grande en valeur absolue, et du signe de son terme du plus haul 
degré. 



§ 2 -POLTNOMES ORDONNES SUIVANT LES PUISSANCES DÉCROISSANTES 

DE LA VARIABLE. 

SI. La division des polynômes à une variable peut êlre considérée 
de plusieurs points de vue; du premier de ces points de vue l'opéra- 
lion, parfaitement déterminée, est analogue à l'opération de la divi- 
sion arithmétique au sens de la théorie des nombres entiers. 

Etant donnés deux polynômes en x, A. et B, dont on appellera le 
premier dividende et le second dU'iscur, on se propose de trouver 
deux polynômes Q et R, dont le second soit de degré inférieur au 
degré de B, et tels que l'on ait identiquement 

(i) A = BQ-t-R; 
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le polynôme Q s'appelle le quotient, le polynôme R s'appelle le 
reste. 
Si, par exemple, on avait 

A = 3a?»— 2ar*4- 5a?'— 7a*«-i- 82: — I, B = j:^, 

on satisferait évidemment à l'identité A = BQ -1- R en prenant 

Q = 3^5— 2a?H-5, R =— 7a?* 4- Sa? — I. 

La règle pour diviser un polynôme quelconque de degré n par un 
monôme xP de degré inférieur ou égal à n est évidente. 

G>mme on le verra, le problème général que l'on a posé admet tou- 
jours une solution et une seule. Suivant l'ordre des questions aux- 
quelles on a affaire, c'est le quotient, ou le reste, qui importe le plus. 

L'analogie de celte opération avec la division des nombres entiers 
est évidente : on verra, d'ailleurs, qu'elle conduit à une théorie de la 
divisibilité des polynômes qui suit pas à pas la théorie de la divisibilité 
des nombres entiers. 

Je supposerai le problème résolu et les polynômes A, B, Q, R or- 
donnés suivant les puissances descendantes de x, 

11 importe d'abord de remarquer que, si le polynôme Q n'est pas 
identiquement nul, le terme du plus haut degré dans le produit BQ, 
terme qui s'obtient en multipliant les deux premiers termes de B et 
de Q, est de degré au moins égal au degré de B et ne peut, par con- 
séquent, se réduire avec aucun terme de R : on voit alors que le pro- 
duit des deux premiers termes de B et de Q doit être identique au 
premier terme de A. 

Lorsque A est de degré inférieur à B, il ne peut pas y avoir de po- 
lynôme Q contenant effectivement x^ ou même se réduisant à une 
constante non nulle pour lequel l'identité (i) puisse avoir lieu, 
puisque, autrement, le polynôme BQ, et, par suite, le polynôme 
BQ-+-R, serait de degré supérieur à A : la seule solution du pro- 
blème posé est évidemment Q = o, R = A. Il faut, pour l'admettre, 
convenir de regarder o comme un polynôme (identiquement nul). 

Je suppose maintenant que A soit de degré n supérieur ou égal au 
degré /? de B. 

Le produit du premier terme de B par le premier terme de Q 
étant identique au premier terme de A, le premier terme de Q 
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s'obtiendra en divisant, comme on Fa expliqué dans le n° oO, le pre- 
mier terme de A par le premier terme de B. En désignant le monôme 
quotient par y©, et par Qj le polynôme qu'il faudrait ajouter à q^ pour 
reproduire Q, on devra avoir identiquement 

A = B(groH-Q,)H-R, A — Bgro= BQ,-t-R; 

comme R est toujours de degré inférieur à B, la détermination de Qi 
est ramenée à la division du polynôme A< = A — B^r^, par B. Dans 
le polynôme A^ , ordonné suivant les puissances descendantes de x^ 
ne figure plus de terme de degré n : si ce polynôme est de degré infé- 
rieur au degré de B, l'opération est terminée, on a Q, = o, R = Ai, 
Q = ^Q. Si A| est de degré supérieur au degré de B, on déterminera 
le premier terme q^ de Qi de la même façon, et l'on aura 

Qi = ^1 -^ Qt, A, - B çr, = BQ,H- R = A,. 

On continuera de même jusqu'à ce qu'on parvienne à un polynôme Ar 
qui soit de degré inférieur à B, ce qui ne manquera pas d'arriver, 
puisque les degrés des polynômes A, Aj, A2, ..., Ar vont en dimi- 
nuant d'une unité, au moins, à chaque fois. 

D'ailleurs, d'après la façon même dont on a opéré, on a identique- 
ment 

A = B^o -^ Ai, 

A, =Byi -+-At, 



Xr-\ = B^r-l-t- A,., 

et, par suite, en ajoutant, 

A = B(5ro+ S^i-H. . .-h g^i-i) -h A,., 

et cette identité montre bien, puisque A^ est de degré inférieur au 
degré de B, qu'on est parvenu à la solution du problème posé, que le 
polynôme 90-+- ?i +• • •+ ^r-\ est le quotient Q, et le polynôme A^ 
le reste R, que l'on cherche. 

Chacun des termes du polynôme Q a été déterminé d'une façon 
nécessaire, le polynôme Q étant déterminé, le polynôme R = A — BQ 
est lui-même déterminé ; on voit bien que le problème ne peut ad- 
mettre qu'une solution. 
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Le degré du quotient Q, dont le premier terme s'obtient en divi- 
sant le premier terme de A par le premier terme de B, est toujours 
égal à la différence entre les degrés de A et de B, sauf dans le cas où 
le degré de A serait inférieur au degré de B et où, alors, Q serait 
identiquement nul. 

La règle pour faire la division résulte des explications précédentes. 

On écrit sur une même ligne horizontale le dividende à gauche, le 
diviseur à droite en les séparant par un trait vertical ; ces deux poly- 
nômes sont ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de x ; 
on trace une barre horizontale sous le diviseur, pour le séparer du 
quotient que l'on écrira au-dessous de cette barre. 

Le premier terme du quotient s'obtient en divisant le premier 
terme du dividende par le premier terme du diviseur : ce terme étant 
écrit, on écrit au-dessous du dividende les produits, changés de 
signe, des termes du diviseur par le terme obtenu au quotient, en 
avant soin de placer chaque produit partiel au-dessous du terme du 
diviseur qui a le même degré. On écrit la somme du dividende et des 
larmes écrits au-dessous de lui : celte somme est le premier reste 
partiel. Il con\ient d'avoir séparé ce reste partiel des deux lignes 
qui le précèdent en plaçant au-dessous de ces lignes un trait hori- 
zontal. 

Le second terme du quotient s'obtient en divisant le premier terme 
du reste partiel par le premier terme du diviseur; au-dessous du 
reste partiel, on écrit les produits, tous changés de signe, des termes 
du diviseur par le second terme du quotient, et l'on ajoute au pre- 
mier reste partiel ; la somme est le second reste partiel, qui fournira 
le troisième terme du quotient, etc. 

On continue de la même façon, en s'arrêtant quand on ne peut plus 
continuer, c'est-à-dire quand le premier terme du reste partiel au- 
quel on est parvenu est de degré inférieur au diviseur. L'opération est 
alors terminée : le quotient est formé par l'ensemble des termes 
obtenus, le reste est le dernier reste partiel. 

Il convient de remarquer que, chaque fols qu'on a obtenu un reste 
partiel, le dividende est égal au produit du diviseur par le polynôme 
écrit au quotient, plus le reste partiel. La différence entre le degré du 
reste partiel et le degré du diviseur est moindre que le degré du der- 
nier terme écrit au quotient. 

Le lecteur pourra suivre cette règle sur l'opération écrite 
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cl-dessous, que je crois inutile de détailler davantage. 

3.r* — ox"* -4- x^ — X [aa^**— 5a"-+-3 



o * '3 * 9 • 3 - i5 

a 2 24 



i5 7 

— 2a** H x^ — - ar' — x 



2 2 

— 5a'«-i- 3 a- 



2 
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12 
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-T'-f 



Quand le reste de l'opération est nul, on dit que la division se fait 
exactement, que le polynôme dividende est divisible parle polynôme 
diviseur, ou encore que le polynôme diviseur divise (exactement) le 
polynôme dividende. Le dividende est alors identiquement égal au 
produit du diviseur par le quotient (*). 

S'il en est ainsi, le dernier terme du dividende doit être égal au 
produit du dernier terme du diviseur par le dernier terme du quo- 
tient. Si donc on est amené à écrire au quotient un terme de degré 
moindre que le degré du quotient du dernier terme du dividende par 
le dernier terme du diviseur, ou un terme qui soit précisément de ce 
degré, mais qui ne soit pas égal au quotient du dernier terme du di- 
vidende par le dernier terme du diviseur, on est sûr que l'opération 
ne pourra se faire exactement; par exemple, dans l'opération écrite 
plus haut, dès qu'on a écrit au quotient le terme — x, et non — -x,, 
on est certain que la division ne se fera pas exactement. 

Lors même que la division de A par B ne se fait pas exactement, 
il peut être utile de mettre le polynôme A sous la forme BQ 4- R, ou, 
ce qui revient au même, la fraction -^ sous la forme Q + ô^' 



(^) Quand le polynôme A est divisible par le polynôme H, on dit que B est un 
diviseur de A. J'écarterai, dans ce Chapitre, cette forme de langage qui pourrait 
créer des confusions. 
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On a souvent à calculer la valeur numérique que prend le poly- 
nôme A pour une valeur de x qui annule un autre polynôme B; au 
lieu de substituer cette valeur dans A, il est plus commode, surtout 
si elle est irrationnelle, de la substituer dans R, ce qui donne le même 
résultat, et est plus aisé. Le lecteur s'en rendra compte en pensant 
au cas où B est du second degré et où R est, par conséquent, au plus 
du premier degré. 

D'un autre côté, on verra plus tard que pour les valeurs de x, qui 

R 
sont très grandes en valeur absolue, la valeur de la fraction -^ est très 

petite, en sorte que la valeur de „ est à peu près égale à celle de Q, 
dont le calcul est plus facile. 

Enfin, les notions qui précèdent conduisent à des propositions qui 
sont l'extension manifeste, aux polynômes, de théorèmes bien connus 
d'Arithmétique, concernant les nombres entiers. 

52. Quand on multiplie le dividende A et le diviseur B par un 
même polynôme C, le quotient Q n'est pas changé et le reste R est 
multiplié par le polynôme C. En d'autres termes, le quotient de la 
di\ision de AC par BC est Q, comme celui de A par B, et le reste 
est RC. 

L'identité A = BQh-R entraîne, en effet, AC = BCQ-hRC et 
celte dernière identité, où le degré du polynôme RC est moindre 
que le degré du polynôme BC, permet d'affirmer que Q et RC sont 
le quotient et le reste de la division de AC par BC. 

Quand le dividende A et le diviseur B sont divisibles par le divi- 
seur C, le reste R de la division de A par B est aussi divisible par C; 
quand on divise le dividende A et le diviseur B par C, le quotient Q 
n'est pas changé et le reste est divisé par C. 

Puisque C divise exactement A et B, par hypothèse, soient A'etB' 
les quotients, on aura identiquement A = A'C, B = B'C, et l'identité 
A = BQ -I- R pourra s'écrire 

A'G = B'CQ-hR, R = (A'-B'Q)C; 

la dernière forme montre bien que R est divisible par C et que le 
quotient de la division est le polynôme R'= A' — B'Q ; cette identité, 
qui sert de définition au polynôme R', peut s'écrire A'= B'Q -|- R'; 
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le degré de R', égal au degré de R diminué du degré de C, est infé- 
rieur au degré de B', qui est égal au degré de B diminué du degré 
de C; Q et R' sont donc bien le quotient et le reste de la divi- 
sion de A' par B'. 

Remarquons en passant que le polynôme C peut se réduire à une 
constante (non nulle) ; la division est toujours possible. Si l'on prend 
pour cette constante C le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans B, on ramènera la division proposée à une autre dans laquelle le 
coefficient de la plus haute puissance de x^ dans le diviseur, sera 
l'unité, ce qui peut être commode. On peut d'ailleurs se borner à 
diviser tous les coefficients du diviseur par le premier, sans toucher 
au dividende : le quotient est alors multiplié parle premier coefficient 
et le reste n'est pas changé. 

On ne change pas le reste d'une division quand on ajoute (*) au 
dividende un multiple du diviseur : 

L'identité A = BQ -|- R implique en effet l'identité 

A + BG = B(Qh-C)-hR, 

où G est un polynôme quelconque, et cette dernière identité montre 
que le quotient de la division de A + BC par B est Q -h G, et que 
le reste est R, puisque le degré de R est inférieur au degré de B. 

Si le dividende est une somme ou un produit de deux polynômes, 
le reste de la division par un polynôme quelconque n'est pas changé, 
quand on ajoute un multiple du diviseur à l'un des termes de la 
somme ou à l'un des facteurs du produit. G'est une conséquence 
immédiate du théorème précédent. On voit ensuite qu'on peut aussi 
bien, sans changer le reste, ajouter aux deux termes de la somme, ou 
aux deux facteurs du produit, tels multiples du diviseur que l'on 
veut, puis que le théorème s'étend au cas où le dividende est une 
somme ou un produit d'autant de polynômes que l'on veut, ou 
encore une somme dont les termes seraient des produits de poly- 
nômes : on peut, sans changer le reste, ajouter un multiple du divi- 
seur à l'un quelconque de ces polynômes et, en particulier, remplacer 
chacun d'eux par son propre reste, dont il ne diffère que par un 
multiple du diviseur. 



(*) Il est inutile de dire ou qu'on retranche, puisque la soustractioo peut tou- 
jours être regardée comme une addition. 



DIVISION DES POLYNOMES. l4l 

En particulier, si les deux termes d'une somme sont divisibles par 
un polynôme, il en est de même de la somme. Si un polynôme divise 
une somme et l'une de ses parties, le reste de la division de la somme 
el de l'autre partie seront les mêmes, puisque, lorsqu'on ne s'occupe 
que du reste, on peut supprimer la première partie. Si un polynôme 
divise une somme et l'une de ses parties, il divise l'autre. Tout mul- 
tiple d'un multiple du diviseur est un multiple de ce diviseur, etc. 

On voit combien toute cette théorie ressemble à la théorie de la 
divisibilité, en Arithmétique : on verra plus tard que l'analogie 
s'étend très loin. 

53. Les remarques précédentes permettent, dans bien des cas, de 
simplifier la recherche du reste dans une division. 

Si, par exemple, le diviseur est x — a, on remarquera d'abord que 
le reste de la division de x par x — a est a, puis qu'on ne change 
pas le reste de la division par x — a d'un polynôme quelconque en 
remplaçant, dans chacun des monômes qui constituent le polynôme, 
chacun des facteurs x par son reste a, c'est-à-dire en remplaçant x 
par a dans le polynôme ; le résultat que l'on obtient ainsi est de 
degré o, inférieur au degré i du diviseur; c'est donc le reste cherché. 

Supposons que le diviseur soit x'^ — i, a étant un nombre naturel 
quelconque; le reste de la division de x'^ par x^ — i est i ; on en 
conclut que le reste de la division par x^ — i d'un monôme x*^ est^r*', 
en désignant par a' le reste de la division du nombre entier n par a ; 
car, si le quotient de cette division est y, on aura 

et l'on peut, sans changer le reste dans la division de {x^)^.x^' par 
QC^ — I , remplacer x^ par i ; le résultat x^' est de degré inférieur au 
degré du diviseur. Le reste de la division d'un polynôme par x^ — i 
s'obtient en remplaçant, dans chacun des monômes qui constituent le 
dividende, l'exposant de x par le reste que l'on trouve en divisant cet 
exposant par a. En appliquant cette règle au cas où le dividende 
est J?" — I, on reconnaît que la condition nécessaire et suffisante 
pour que ^r" — i soit exactement divisible par x^ — i est que le 
nombre naturel n soit divisible par a. 

Soit encore à chercher le reste de la division par x^-{- 1 d'un poly- 
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iiome A; on verra au Chapitre VI rintérêt de ce reste. Dans chacun 
des monômes axP qui constituent A, il est permis, quand on ne se 
préoccupe que du reste, de remplacer tels facteurs que Ton veut par 
leurs restes : suivant que p est pair ou impair, est de la forme 2 A' 
ou 2 A -I- I , on peut regarder xP comme le produit de k facteurs x-, 
ou de A" -h I facteurs dont l'un est x et dont les autres sont égaux à x- ; 
puisque — 1 est précisément le reste de la division de x^ par J7--h 1, 
on remplace chacun des facteurs x- par — 1 , c'est-à-dire xP par (—1)* 
ou par ( — i)*^, ou encore xP par i, a:, — 1, — x, suivant que p 
est un multiple de 4? un multiple de 4 augmenté de 1, de 2 ou de 3; 
le reste ne sera pas changé; mais, après cette opération faite sur tous 
les termes de A, on obtient un résultat qui est au plus du premier 
degré en x] c'est le reste cherché. 

L'opération que l'on vient de décrire s'appelle remplacer x- 
par — I dans A. La signification qu'il faut donner à ces mots est 
suffisamment éclaircie par ce qui précède. 

Si l'on considère, par exemple, le polynôme 

on voit que le reste de la division par X'-{- i est 

— 7 — 8a7-hi-HtiiF-t-i-+-i= — 4 — 6x. 

On observera, en passant, que si l'on considère la suite des puis- 
sances successives de x 

x^=iy Xy JT*, ar', ar*, a?*, ..., 

les restes de la division par x^-\-i^ à savoir 

I, X, —I, —X, I, a?, ..., 

se reproduisent périodiquement de quatre en quatre : cela résulte 
aussi de ce que x^ — i = (a?^ — i)(.r^+i) est divisible par x^-\-i^ 
en sorte que le reste de la division par ^-^ -H 1 de j?* est i , d'où il suit 
que les restes de la division par x'^ + i sont les mêmes pour xP et 
xP'^^ z=z xP . x^ . 

54. Division par x — a. — Il convient de s'arrêter sur le cas où le 
diviseur est du premier degré en x : s'il est égal à aa? 4- p, on peut, 
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en vertu d'une remarque précédente, le remplacer par x -\- - ou 

par J7 — a ; on vient de voir comment on obtenait le reste de la divi- 
sion d'un polynôme par x — a] on va retrouver ce résultat et montrer 
aussi comment on obtient le quotient. 

Soit/(j?) = Ao^r^H- A, j?"-* +. . .-h A,, le polynôme proposé, que 
Ton veut diviser par x — a. 

On a vu, au n° 5i, comment, lorsque a est nul, le quotient et le 
reste s'obtiennent immédiatement. On ramène le cas général à celui-là 
en ordonnant le polynôme par rapport aux puissances de x — a; il 
s'écrit alors 

/{x) = Ai (^ — «)•*-+- Ai {X — a)«-» -h. . . -h a;,., {x — a)-{- X',, ; 

on voit de suite que le quotient est 

Ai (a: — a)«-«-i- a; (a: — a)**-» -h. . .-h A;^_, 

et que le reste est A^,, c'est-à-dire la valeur /{a) que le polynôme 
prend pour x = a :1a condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
polynôme soit divisible par x — a est qu'il s'annule quand on y rem- 
place X par a. 
La valeur du reste s'aperçoit aussi bien sur l'identité fondamentale 

/{x) = {x — a)q(x)-hR, 

où Q(x) désigne le quotient de la division du polynôme /(x) par 
X — a et R le reste. Ce reste, en effet, doit être de degré o, puisque 
le diviseur est du premier degré; il ne contient pas x effectivement, 
c'est une constante, dont la valeur /{a) s'obtient en remplaçant x 
par a dans l'identité précédente. Au fond, ce raisonnement ne diffère 
pas de celui qu'on a fait au n** 35. 

Quoique le procédé précédent fournisse l'expression du quotient 
et du reste, il y a lieu d'appliquer une autre méthode, ne fût-ce que 
pour avoir le quotient ordonné suivant les puissances de x et non 
de X — a. 

Le lecteur pourra, sans difficulté, appliquer simplement la règle de 
la division, il retrouvera ainsi les résultats que je vais obtenir par la 
méthode des coefficients indéterminés. 
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Le quotient doit être du [n — i)'ème degré; désignons-le par 

et désignons le reste (une constante) par B«. B©, B|, ..., B/,_|, B^, 
sont des coefficients qu'il faut déterminer. On y arrive en écrivant 
que le produit du quotient par x — a, augmenté de B„, est identique 
terme à terme au dividende Ao^^H- Ai^c""* + . • . -h A„_,a: -1- A,,. 
On trouvera ainsi, en égalant à chaque coefficient de ce dividende, 
le coefficient de la même puissance de x dans le produit, 

Bo=Ao, 
Bout — Bi = A|, 
Bia — B, = Aj, 



B/«-i <^ — Brt = A„ ; 



ces égalités peuvent être regardées comme des équations qui per- 
mettent de déterminer successivement Bo, B|, . . ., B„_, et B^,; on en 

tire 

Bo = Ao, 

Bi = Boa -H Al, 

Bj = B^a -+- Aj, 



B„_, = B„_,a-h A„_, 
B„ = B„_i a -H A„ ; 



on en tirerait, tout aussi bien, en général, 

B;.= Aoa''4- Aia'*- * -4-. . .-+- A^-ia -h A,., 

/• étant l'un quelconque des indices i, a, . . ., /i; mais cette formule^ 
quoique plus explicite, est moins avantageuse dans la pratique que 
les formules précédentes, qui permettent le calcul successif des 
quantités Bo, B|, ..., B„_| et B^, dont chacune s'obtient en multi- 
pliant la précédente par a, et en ajoutant le coefficient correspon- 
dant du dividende. 

Soit, par exemple, à diviser par x — 3 le polynôme 

aar* — 3 a:* -h a?* — 7. 
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J'écris la suite des coefficients, en remplaçant par des zéros ceux 
qui manquent 

2, G, —3, f, G, —7, 

et je trouve successivement, en appliquant Ja règle précédente, les 
coefficients du quotient 

2, 6, i5, 46» ï38 

et le reste i38x3 — ^ = 407. 

En appliquant ce procédé, le reste doit- être égal à la valeur du 
dividende pour j; = a; c'est la meilleure manière pour calculer la 
valeur exacte d'un polynôme pour une valeur donnée de la variable. 

Pour reconnaître si un polynôme est divisible par x -|- «, ou pour 
faire la division d'un polynôme par J7 + «, on n'aura qu'à changer a 
en — a dans les raisonnements ou les calculs qui précèdent. 

J.11 — op. ggj^ toujours divisible par x — a; le quotient est égal à 

a-n-t _|_ aa?»-* -+- a*ip'»~' -4- ... 4- a^-^ x -\- a^; 

x'*4-a" = ^" — a"-!- 2 a" n'est pas divisible par ;r — a, le quotient 
est le même polynôme qu'on vient d'écrire et le reste est 2a". 
x" — a'* est divisible par x -\- a quand n est pair et n'est pas divisible 
quand n est impair; dans les deux cas le quotient est 

a?/»-i __ aa?«-* -h a*a?«-* — . . . -h (— i)»-îa'*-»a: -h (— 1)»-^ a«-*, 

et, dans le second cas, le reste est — 2 a". 

x"-i- a" est divisible par x -{- a quand n est impair et ne l'est pas 
quand n est pair; le quotient est, dans les deux cas, le polynôme que 
l'on vient d'écrire et, dans le second cas, le reste est 2 a". 

Si un polynôme est divisible séparément par les binômes x — a, 
x — b,.,.jX — /, où «, b, ..., l sont des nombres distincts, il est 
divisible par le produit {x — a){x — b) ...{x — /) de ces binômes. 

Il suffit de remarquer que le polynôme s'annule alors pour les 
nombres différents a, è, ..., /; dès lors la proposition a été démon- 
trée, sous une forme plus complète, au n** 38. 

5o. Cas où les coefficients sont entiers. — Le cas où, dans une 
division, le dividende et le diviseur sont des polynômes à coefficients 
entiers, offre un intérêt particulier. On a alors à sa disposition un 
T. 10 
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théorème qui permet souvent de reconnaître, sans la pousser jusqu'au 
bout, qu'une division ne peut s'eflecluer exactement, et qui est 
d'ailleurs très utile quand on veut clierclier quels sont les polynômes 
à coefficients entiers qui di\isent exactement un polynôme à coeffi- 
cients entiers. Je vais m'arréter un instant sur ce sujet, où le lemnie 
suivant, relatif à la théorie de la multiplication de deux polynômes, 
est fondamental : 

Le plus grand commun diviseur des coefficients du produit (réduit) 
de deux polynômes (réduits) P, Q, à coefficients entiers, est égal au 
produit du plus grand commun diviseur des coefficients du poly- 
nôme P et du plus grand commun diviseur des coefficients du poly- 
nôme Q. 

Dans ce numéro, je désignerai sous le nom Ae polynôme primitif y 
un polynôme à coefficients entiers, dont les coefficients n'ont j)a> 
d'autre commun diviseur que i. 

Je commencerai par établir la proposition suivante : Le produit de 
deux polynômes primitifs P, Q est un polynôme primitif. 

Supposons, en effet, que les coefficients du produit (réduit) PQ 
aient un diviseur commun autre que i; ce diviseur admettra un divi- 
seur premier a qui divisera aussi tous les termes du j)roduit PQ. 
Posons 

en désignant par P, l'ensemble des termes de P dont les coefficients 
sont divisibles par a, par Qi l'ensemble des termes de Q dont les 
coefficients sont divisibles par a; au contraire, aucun terme de Pj, ni 
de Qo, n'est divisible par a. 11 y a certainement des termes dans P^ 
et dans Qa, car s'il n'y avait pas de termes dans Pa, par exemple, 
c'est que tous les coefficients du polynôme P seraient divisibles par a : 
le polynôme P ne serait pas primitif. 
D'ailleurs, on a identiquement 

PQ = PiQiH- PiQî-^ P*Qi -H PîQ,; 

tous les coefficients des termes de PiQ«, P^Qa- P2Q1 sont évidem- 
ment divisibles par a; si tous les coefficients du produit réduit PQ 
sont divisibles par a, c'est qu'il en est de même des coefficients du 
produit réduit P2Q2> puisque chacun de ces coefficients, augmenté 
peut-être d'un multiple entier de a, provenant des autres produits 
partiels, fournit un coefficient de PQ. Or, le coefficient du premier 
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terme de P2Q2? ordonné suivant les puissances descendantes de x^ 
est le produit des deux premiers coefficients de P2 et de Q2, 
ordonnés de même : aucun de ces coefficients n'est divisible par le 
nombre premier a; leur produit n'est pas divisible par a. Les coeffi- 
cients du produit PQ ne peuvent être tous divisibles par un nombre 
premier a, ni, par conséquent, par aucun nombre entier, autre que i. 
Le produit PQ est primitif. 

La proposition générale se déduit immédiatement du cas particulier 
qu'on vient d'établir. 

Soient P, Q deux polynômes à coefficients entiers; soient/? et q 
les plus grands communs diviseurs respectifs des coefficients de P 
d'une part, des coefficients de Q d'autre part. En désignant par P' 
et Q' les deux Jpolynomes à coefficients entiers que l'on obtient en 
divisant par p les coefficients de P, par q les coefficients de Q, on aura 

¥=p?\ q = qq\ PQ==/>grP'Q'; 

mais les polynômes P' et Q' sont primitifs, puisque, quand on divise 
un groupe de nombres entiers par leur plus grand commun diviseur, 
on obtient comme quotients des nombres entiers qui ont i pour plus 
grand commun diviseur. Le polynôme P'Q', lorsqu'il est réduit, est 
primitif, comme on vient de le démontrer : les coefficients ont i pour 
plus grand commun diviseur, les produits par pq de ces coefficients, 
ou les coefficients du produit réduit PQ ont donc pq pour plus grand 
commun diviseur. 

Voici maintenant quelques conséquences de ce lemme dans la 
théorie de la division. 

Convenons de dire, pour un instant, qu'un polynôme A, à coeffi- 
cients entiers, est entièrement divisible par un polynôme B à coeffi- 
cients entiers, s'il existe un polynôme C, à coefficients entiers, tel 
que Von ait identiquement A = BC. 

Désignons, en supposant qu'il en soit ainsi, par a, 6, c les plus 
grands communs diviseurs respectifs des coefficients de A, des coeffi- 
cients de B, des coefficients de C, en sorte qu'on puisse poser 

A = aA', B = ^B', C = cG', 

en désignant par A', B', C'des polynômes primitifs; l'identité A = BG 
entraîne l'identité aAJ= bcB'C; le polynôme (réduit) B'C est pri- 
mitif comme A'; a est le plus grand commun diviseur des coefficients 
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(lu polynôme aA', bc est le plus grand commun diviseur des coeffi- 
cients du polynôme ôcB'C qui est identique à ak!\ on a donc 

a=^bc, A'=B'G'. 

Ainsi le nombre b divise le nombre a et le polynôme B' divise en- 
tièrement le polynôme A'. 

Lorsque B est primitif, b est égal à i, B est identique à B' : un 
polynôme primitif ne peut donc diviser entièrement un polynôme à 
coefficients entiers, sans diviser entièrement le polynôme primitif 
que Ton en déduit en divisant tous ses coefficients par leur plus 
grand commun diviseur. 

Lorsque A est primitif, a est égal à i ; les deux nombres naturels 6, 
c, dont le produit est égal à i, sont certainement tous les deux 
égaux à 1 . Donc : 

Un polynôme primitif ne peut être entièrement divisible par un 
autre polynôme à coefficients entiers que si ce dernier est primitif. 
Alors, le quotient, lui aussi, est primitif. 

Supposons seulement, en désignant toujours par A et B des poly- 
nômes à coefficients entiers, que A soit divisible par B, sans Tétre 
entièrement : le quotient Q sera un polynôme à coefficients ration- 
nels, comme il résulte évidemment de la façon dont se fait la divi- 
sion (*). 

(^) Les remarques suivantes, qui ne supposent pas que A soit divisible par B, nous 
seront utiles : 

Désignons par b^ le premier coerficient de B; dans chaque division partielle, on a 
à diviser par b^ soit le premier coefficient de A, soit le premier coefficient d'un reste 
partiel, en sorte qu'il s'introduit, en général, des coefficients fractionnaires dans le 
quotient : les dénominateurs de ces fractions sont des puissances de b^. De pareils 
coefficients fractionnaires s'introduisent aussi dans le reste. Mais si, avant de faire la 
division, on multiplie A par un nombre convenable oc, on peut éviter tous les coeffi- 
cients fractionnaires, tant dans les restes partiels que dans le quotient et le reste 
final. Observons d'abord que le nombre de divisions partielles est au plus égal à la 
différence entre le degré de A et le degré de B, augmentée d'une unité: désignons par/; 
cette différence augmentée de i; multiplions A par bÇ et divisons par B; le premier 
terme du quotient est entier et divisible par bf~^ ; il en est de mèine de tous les 
termes du premier reste partiel; le second terme du quotient est entier et divisible 
par 6f~', ainsi que tous les termes du second reste partiel, etc. Le quotient et lé 
reste ont maintenant tous leurs coefficients entiers. On peut donc prendre a= 6f ; 
d^ailleurs il peut arriver qu'on atteigne le but en prenant pour a un nombre moindre. 
Dans tous les cas, les restes partiels, le reste final, le quotient de la division de a A 
par B sont les produits par a des restes partiels, du reste final, du quotient de la 
division de A par B, comme il résulte de l'opération même. 
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En réduisant tous les coefficients au même dénominateur gr, on 
voit que Q peut se mettre sous la forme — > où Q» désigne un poly- 
nôme à coefficients entiers; l'identité A = BQ entraîne qk = BQi : 
donc B divise entièrement qA. 

Soit maintenant, comme plus haut, a le plus grand commun divi- 
seur des coefficients de A et soit A=:aA'; le polynôme primitif B 
devant diviser entièrement le polynôme qaA\ doit diviser entière- 
ment le polynôme primitif A' et, a forlion\ le polynôme «A' ou A. 
Donc ; 

Si un polynôme primitif à coefficients entiers divise un polynôme A 
à coefficients entiers, les coefficients du quotient doivent être des 
nombres entiers ; si, dans le courant de la division, on est amené à 
écrire, au quotient, comme coefficient, une fraction irréductible, la 
division ne peut se faire exactement. 

56. Extension de la division. — Revenons au cas général. Quand 
on a terminé, conformément aux explications données dans le n° 51, 
la division du polynôme A, de degré a, par le polynôme B, de degré 6, 
que Ton est parvenu au quotient Q et au reste R, de degré r < 6, on 
peut, si Ton veut, continuer l'opération, de la même façon, en intro- 
duisant au quotient un terme de degré négatif r — ft, et en suivant 
toujours la même règle; le nouveau terme du quotient s'obtient en 
divisant le premier terme de R par le premier terme du diviseur, le 
nouveau reste partiel s'obtient en retranchant de R le produit du 
nouveau terme écrit au quotient par le diviseur, etc. On peut continuer 
et Ton s'arrête quand on veut : Si l'on désigne par Q' l'expression 
écrite alors au quotient, et par R' l'expression écrite au reste, on a, 
toujours identiquement, A=BQ'-|-R', en ce sens que, si l'on fait 
la multiplication et l'addition indiquée au second membre, comme si 
l'on avait affaire à de véritables polynômes, on retombe sur A. 

Cette identité montre, lorsque B se termine par une constante, non 
nulle, que R' ne peut être identiquement nul : si, en effet, R' était 
identiquement nul, le produit du dernier terme de B par le dernier 
terme de Q' serait de degré négatif, et devrait être identique au der- 
nier terme de A. R' n'étant pas nul, on peut continuer l'opération 
qui, ainsi, ne se termine jamais. 

Je laisse au lecteur le soin de démontrer que l'opération ne peut 
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se terminer que dans le cas où B est de la forme B'j;'', B' étant un 
polynôme qui divise exactement A. 

J'ai reproduit ci-dessous une division ainsi continuée. 

x^ — 2a:*-h3ar — i la;* — Sa: -h ï 



— ar'-HSa?* — X X -\- \ -+- 5^-*-h i3a:-* 



X^-^T.X— 1 




— x^-k-Zx— I 




^X— 2 




--5a?-i-i5-- 5ar-» 




i3~ 5j:-i 




— \Z + 'iciX-^ — 


i3ar-« 



34ar-t-i3ar-5 

au moment où elle est ainsi arrêtée, on est parvenu à ridentité 

a;»— ix^-fr 307— i = (a7«— 3a7-M)(ar-i- i-h 5^-*-H i3ar-*)-t- 34^^-*— i3ar-*; 

je ne veux que faire pressentir ici l'utilité que peuvent présenter de 
pareils calculs, qui apparaîtra nettement plus lard. De l'exemple 
qu'on vient de traiter, on peut conclure que, pour toutes les valeurs 
de X qui n'annulent pas x^ — 3x + i , on a 

a?' — aar'-H -4- 3a: — i ^ . « . 34^~* — i3a7-* 

=a:_|-i + 5ar-i-+-i3a:-«H- -^î- ; 

X* — ia:-hi X* — 3a7-hi 

si X est très grand en valeur absolue, on voit sans peine que la frac- 
tion qui figure dans le second membre est très petite en valeur ab- 
solue; en sorte que le premier membre aura à peu près la même 
valeur que l'expression 

a? -+- i-H Sx- * -h 1 3a7-*, 

plus facile à calculer. Si l'on suppose que la valeur absolue de x soit 
supérieure à looo, l'erreur sera moindre que 



io6 — 3.IO»— I lo* 



le premier membre de l'inégalité précédente est, en effet, plus grand 
que la fraction qu'on veut évaluer, puisque l'on a remplacé le numé- 
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râleur par un nombre plus grand, le dénominateur par un nombre 
plus petit. 

Lorsque l'on effectue une division sur les polynômes A, B ordonnés 
suivant les puissances décroissantes de x^ d'après le procédé que Ton 
a d'abord expliqué au n'* ol et dont on vient de montrer comment il 
pouvait être poursuivi, on peut s'arrêter quand on veut, soit avant 
d'être parvenu au reste proprement dit, soit quand on a fini l'opéra- 
lion au sens du n** ol, soit après l'avoir poursuivie, lorsque la division 
ne peut se faire exactement : dans tous les cas on parvient, au mo- 
ment où l'on s'arrête, à une identité de la forme A = BQ'+R', où 
les expressions Q' et R' qui figurent respectivement à la place du 
quotient et du reste sont, soit de véritables polynômes, soit de ces 
expressions analogues à des polynômes qui contiennent des termes 
de degré négatif : Q' et R' sont aussi ordonnés suivant les puissances 
descendantes de x. Dans le cas où l'opération peut se poursuivre 
indéfiniment, on peut toujours s'arranger pour que le degré du pre- 
mier terme de R' soit inférieur à tel nombre entier p, positif, nul ou 
négatif que l'on voudra, inférieur toutefois au degré a de A : imagi- 
nons qu'on s'arrête dès que cette circonstance se présente. 

Soit toujours b le degré de B. Dans le reste partiel qui précédai tR', 
le premier terme était, par hypothèse, au moins de degré p ; le dernier 
terme de Q' a été obtenu en divisant par le premier terme de B le 
premier terme de ce reste partiel : le dernier terme de Q' est donc 
au moins de degré p — 6 : en résumé, si l'on se donne le nombre 
entier p <; a, on peut trouver un polynôme ou une expression ana- 
logue R' dont le premier terme soit de degré inférieur à p et un poly- 
nôme ou une expression analogue Q' dont le dernier terme soit au 
moins de degré p — 6, tels que l'on ait identiquement A = BQ'-1-R'« 

D'un autre côté, si Ton cherche à déterminer des expressions Q' 
et R' qui satisfassent à ces diverses conditions, le raisonnement du 
n* 51 montre que les termes de Q' s'obtiennent les uns après les 
autres d'une façon nécessaire. Cela est évident pour le premier terme 
de Q' dont le produit par le premier terme de B, étant de degré supé- 
rieur à p — 6-|-6 = p, ne peut se réduire avec aucun terme de R' 
et doit par conséquent reproduire le premier terme de A; c'est à ce 
cas qu'on est toujours ramené par le raisonnement du n° 51, que l'in- 
troduction de termes à degré négatif n'infirme en rien. Q' est donc 
entièrement déterminé, ainsi que R'= A — BQ'. 
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Il est aisé de voir que la proposition subsiste quand A est divi- 
sible par B, pourvu que l'on ait a^ p^b. 

Enfin, on voit encore que la division peut se faire de la même façon 
quand A et B, au lieu d'être des polynômes (*), sont des expressions 
contenant des termes de degré négatif. La proposition qu'on vient de 
démontrer subsiste, en regardant alors «, b comme les degrés, d'ail- 
leurs positifs ou négatifs, des premiers termes des expressions A, B 
que l'on suppose toujours ordonnées suivant les puissances descen- | 

dantes de x. \ 

I 
§ 3. - POLYNOMES ORDONNES SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES ' 

DE LA VARIABLE. 

o7. Deux polynômes A et B étant donnés, au lieu de les or- 
donner par rapport aux puissances décroissantes de la variable, et de 
les diviser d'après la règle du n° 51, étendue, si l'on veut, comme on 
vient de l'expliquer, on peut les ordonner par rapport aux puissances 
croissantes de la variable et faire la division de manière à obtenir les 
quotients et les restes partiels ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes de x. 

Pour simplifier un peu, je supposerai que le premier terme de B 
soit une constante. 

Le premier terme qu'on écrit au quotient s'obtient en divisant le pre- 
mier terme de A parle premier terme de B; on retranche ensuite de A 
le produit par B du terme écrit au quotient; on obtient ainsi le premier 
reste partiel, dont le premier terme est de degré supérieur au degré 
du premier terme de A; le premier terme de ce reste partiel, divisé 
par le premier terme de B, fournit le second terme qu'on écrit au 
quotient; on retranche ensuite du reste partiel le produit par B du 
second terme écrit au quotient; on obtient ainsi le second reste 

(') En se bornant au cas où A, B sont des polynômes, on peut procéder un peu 
autrement, de façon à éviter, dans le courant de l'opération, les termes à exposants 
négatifs. On multiplie d^abord A par x'^, m étant un nombre naturel arbitraire, puis 
on fait la division par B du polynôme A j?* par la régie ordinaire, de manière à par-, 
venir à l'identité 

Aa7«= BQi-+-R,, 

où R| commence par un terme de degré inférieur au degré deB; on divise ensuite 
chaque terme de Q, et de R| par x"". L'analogie avec l'opération d'arithmétique qui 
consiste à réduire en fraction décimale une fraction ordinaire est évidente. 
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partiel, et l'on continue de la même façon, aussi longtemps qu'on 
le veut, pourvu toutefois qu'on ne rencontre pas de reste nul. 

Les degrés des premiers termes des restes partiels vont en aug- 
mentant à chaque fois d'une unité au moins, ainsi que les degrés des 
termes que l'on écrit successivement au quolient : au moment où Ton 
arrête l'opération, on a, en désignant par Q le polynôme écrit au 
quotient, par R le polynôme écrit au reste, l'identité A = BQ + R; 
dans le cas ou l'opération ne se termine pas, on peut s'arranger pour 
que le degré du premier terme de R dépasse tel nombre entier p que 
Ton voudra; imaginons, en supposant toutefois p supérieur au degré a 
du premier terme de A, que l'on s'arrête dès que cette circonstance 
se présente ; alors le degré du premier terme du reste partiel qui pré- 
cédait R était inférieur ou égal à p, il en est donc de même du der- 
nier terme de Q obtenu en divisant le premier terme de ce reste par- 
tiel par le premier terme de B, qui est une constante. 

On peut donc alors, si l'on se donne le nombre entier p ]> a, trouver 
deux polynômes Q, R tels que le premier terme de R soit de degré 
supérieur à p, que le dernier terme de Q soit de degré inférieur ou 
égal à p, tels enfin que l'on ait identiquement A= BQ +R. Si l'on 
se propose maintenant de déterminer les polynômes Q, R satisfaisant 
à ces diverses conditions, on reconnaît que le problème n'admet 
qu'une solution : il suffit de reprendre, comme tout à l'heure, le rai- 
sonnement du n° 51, mais en faisant porter ce raisonnement sur les 
termes du plus bas degré au lieu de le faire porter sur les termes du 
plus haut degré, on voit que les termes de Q se déterminent les uns 
après les autres, d'une façon nécessaire. 

On a reproduit ci-dessous une division effectuée de la façon qu'on 
vient d'expliquer. 



3 — arr-f- a?*— ar» 




I — X -\- 1X^ 




— 3 H- Bar — 6:r« 


3-+-a7 — 4x«- 


707» 


X — 5 ar* — r^ 




X-\- X'^ —237» 








— 4^*— 3iF» 




4a7»— 4a7»-i-83r* 








— 7378-1- 8x^ 








-f- 'JX^—'jX^ 


+ 14 


27» 





a7*-|-l4a7» 
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Au moment où l'on s'est arrêté, le poljnome écrit an quotient 
est 3 + x — ^x^ — 'jX^ et le reste ^x -\- \/\x^\ oh^l l'identité 

J — IX -\- X^ — X^ = (\-~ X -^ IX') (3-4-57 — f\X^ -r ' X^) -\- X^ -^ \\X*. 

On en conclut, par exemple, que pour toutes les valeurs de j:, qui 
n'annulent pas le diviseur, on a 

3 — IX -\- x'^— x^ ^ / . , a?*-+-i4^* 



l X + 1X^ I X-^-IX^ 

pour les valeurs de x voisines de o, la fraction qui figure dans le 
second membre est très petite en valeur absolue, en sorte qu'on 
commet une faible erreur si, au lieu de calculer le premier membre, 
on calcule la valeur du polynôme 3 + x — ^x^ — 72?'. Si, par 
exemple, on suppose la valeur absolue x' de x moindre que -^, 
l'erreur sera moindre que 



I 1 10» 



Si l'on divise i par i — x par ce procédé, on parvient à l'identité 

i = (i-|-a7-l-x*-h...-l-:t-«)(i— t)-^x'^^\ 
OU, si l'on veut, 






I 

de même 



-! —\^X -|-a7»-+-...-h(— l)«07«-|-(— i)«+i — 



Il n'est pas inutile de remarquer que si, dans une pareille division, 
on veut obtenir les termes qui, dans le quotient, sont de degré infé- 
rieur ou égal à /2, on peut, dans le dividende et dans le diviseur, 
négliger les termes de degré supérieur à /i, qui n'interviennent pas 
dans l'opération ainsi limitée. 

Les polynômes x\ et B étant ordonnés par rapport aux puissances 
croissantes de .r, la division de A par B, elFectuée par le procédé 
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qu'on vient d'expliquer, ne se termine (on ne peut trouver un reste 
nul) que s'il existe un polynôme Q tel que l'on ait A^= BQ^ récipro- 
quement, s'il existe un tel poljnome Q, on le trouvera nécessairement 
parle procédé précédent : le même raisonnement qu'au n** 51 montre 
que les termes de ce polynôme doivent s'obtenir l'un après l'autre par 
le procédé qu'on vient d'indiquer, et cela d'une façon nécessaire : 
l'opéralion se terminera quand on sera amené à écrire au quotient un 
lerme dont le degré sera égal à la différence entre les degrés de A et 
de B : il devra être égal au quotient du dernier terme de A par le 
dernier terme de B et le reste correspondant doit être nul. Si quel- 
qu'une de ces conditions n*est pas vérifiée, l'opération peut se conti- 
nuer indéfiniment. 



§ 4. - POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES. 

08. Dans tout le cours de ce Chapitre, on a regardé les coefficients 
du dividende et du diviseur comme des nombres, mais cette suppo- 
sition n'est pas nécessaire pour effectuer, par exemple, les calculs 
décrits au n** ol. 

Supposons maintenant que A, B soient des polynômes à 'plusieurs 
variables; on dira que le polynôme A est divisible par le polynôme B, 
s'il existe un polynôme C tel que l'on ait identiquement A = BC. 
La méthode du n" SI permet toujours de reconnaître s'il en est ainsi, 
et de trouver le polynôme C. 

Plaçons-nous d'abord dans le cas où A, B sont des polynômes 
à deux variables :r, x; rien n'empêche d'ordonner les polynômes A, 
B suivant les puissances décroissantes de x, et d'imaginer que C soit 
ordonné de la même façon; les polynômes A, B, C apparaîtront ainsi 
comme des polynômes en x dont les coefficients seraient des poly- 
nômes en y. 

Supposons que Ton ait identiquement A = BC; le coefficient de la 
plus haute puissance de x dans A doit être identiquement égal au 
produit des coefficients des plus hautes puissances de x dans B et 
dans C; le coefficient de la plus haute puissance de x dans C s'ob- 
tiendra donc en divisant le coefficient de la plus haute puissance de x 
dans A, par le coefficient de la plus haute puissance de x dans B : on 
a à di\iser l'un par l'autre deux pc lynomes en y^ opération que l'on 
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sait faire : la division doit se faire exaclemenl; on obtient ainsi le 
premier terme de C : c'est le produit du coefficient qu'on vient de cal- 
culer par une puissance de x dont l'exposant est la différence des 
degrés des plus hautes puissances de x dans A et dans B. On retranche 
ensuite de A le produit de B par le premier terme de G, on obtient le 
reste partiel, sur lequel on raisonne comme sur A. Chaque terme de C 
se détermine ainsi d'une façon nécessaire; a chaque division partielle, . 
la division du polynôme en y qui constitue le coefficient de la plus 
haute puissance de x^ par le polynôme en y qui constitue le premier 
coefficient de B, doit se faire exactement. Enfin l'opération doit se 
terminer avant que l'on ne trouve un reste dont le degré en x soit 
inférieur au degré de B, en x. Autrement A n'est pas divisible par B. 
Deux polynômes à deux variables étant donnés, on sait reconnaître si 
le premier est divisible par le second. Du cas de deux variables, on 
passe successivement au cas de trois, quatre, . . . , variables. 

Dans ce qui suit, je ne suppose plus que le polynôme A soit divi- 
sible par le polynôme B. Pour simplifier l'écriture, je raisonnerai sur 
des polynômes à trois variables x^ y^ z\ mais les raisonnements s'ap- 
pliqueront sans difficulté quel que soit le nombre des variables. 

Quels que soient les polynômes A, B, en x^ y^ z, on peut toujours 
les ordonner par rapport aux puissances décroissantes de .r; les coef- 
ficients des diverses puissances de x (parmi lesquels on range le terme 
indépendant de x^ le coefficient de x^) sont des polynômes en y, z; 
rien n'empêche de faire sur A et B, regardés comme des polynômes 
en X, les calculs indiqués au n" 51 ; ces calculs conduiront à une rela- 
tion de la forme A = BQ -j- R, où Q et R auront la forme de poly- 
nômes en X dont les coefficients seraient, en général, des fractions 
dont les termes sont des polynômes eny^ z : les dénominateurs de 
ces fractions seront, en général, des puissances de ce polynôme 
en y^ z qui est le coefficient de la plus haute puissance de x dans B. 
Le plus haut degré de x dans R sera inférieur au degré, en x^ du 
polynôme B. La relation A = BQ -f- R aura lieu quelles que soient 
la valeur numérique de x et les valeurs numériques de y^ s, pourvu 
que ces dernières n'annulent pas le coefficient de la plus haute puis- 
sance de X dans B. 

Les calculs se simplifient dans un cas auquel je vais maintenant me 
limiter, celui où le coefficient de la plus haute puissance de x. dans B, 
au lieu d'être un polynôme en j', z^ se réduit à une constante numé- 



DIVISION DES POLYNOMES. l57 

rique. Dans ce cas, les calculs n'introduisent en dénominateur aucun 
polynôme en y^ z et, dans Tidentité A = BQ -h R, à laquelle on 
parvient, Q et R sont de véritables polynômes en x^y^ z] les raison- 
nements du n® ol s'appliquent sans difficulté pour prouver qu'ils sont 
les seuls polynômes dont le second soit, en x^ de degré inférieur au 
degré de B qui satisfassent à cette identité : dans ce cas, la condi- 
tion pour que A soit divisible par B est évidente : R doit être iden- 
tiquement nul. 

Si, en particulier, on suppose que B soit de la forme x — a, a étant 
un polynôme en y^ 5, le polynôme R ne devra plus contenir x^ ce 
sera un polynôme en y^ z et le même raisonnement qu'au n** o3 
montre que ce polynôme s'obtient en remplaçant x par a dans A. Si 
le résultat est identiquement nul en ^, :;,..., et seulement dans ce 
cas, A sera divisible para: — a. Plus particulièrement, la condition 
nécessaire et suffisante pour que le polynôme A (en x^ y, z) soit 
divisible par x — y est que le polynôme en j', 5, . . ., que l'on obtient 
«n remplaçant x par j^ dans A, soit identiquement nui. 

Supposons que le polynôme A s'annule identiquement quand on 
remplace x soit par y^ soit par 5, ou encore quand on remplace y 
par 5. Puisqu'il s'annule quand on remplace x par y, il est di- 
visible par X — yj et l'on peut poser A = (x — ^)A|. en désignant 
par A| un polynôme en x, y, z dont le produit par x — y est iden- 
tiquement égal à A; si, dans l'identité précédente, on remplace y 
pars, le premier membre est identi([uement nul; le produit de y — z 
par le polynôme A^ (en x, z) que l'on obtient en remplaçant dans A, 
y par z est donc identiquement nul ; il faut, pour cela, que A', soit 
identiquement nul et, par suite, que A, soit divisible par y — z; on 
peut alors poser A, = (^ — ^) Aj, A2 étant un polynôme en x^ y, z. 
Le raisonnement précédent prouve d'ailleurs que A2 s'annule iden- 
tiquement quand on remplace z par x; il en résulte que Aj est divi- 
sible par z — x^ et que l'on peut poser A-j = (z — ^) A3 ; des idcn- 
xités 

A = (x—y)Ai, A, = (y — 5)Ai, A,= (5 - x)\z, 
il résulte qu'on a identiquement 

A = (a? —y) (y - ^) (z — x)Ai; 
-ainsi A est divisible par le produit (x — y) (y — 5) (^ — x). 
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D'une façon générale : si un polynôme à n variables devient iden- 
tiquement nul quand on suppose que deux quelconques de ces 
variables soient égales, il est divisible par le produit de toutes les 
différences entre deux quelconques de ces variables. 



EXERCICES. 

45. Vérifier que, si dans le polynôme ar'-t-a;* — ix — i on remplace x 
par x'^ — 2, le polynôme du sixième degré que l'on obtient ainsi est divisible 
par a^'-h a:'— 237 — I. 

Démontrer que si l'on forme la suite des polynômes 

T^ rr*— 2, (a:* — 2)' — 2, ..., 

dont chacun s'obtient eu remplaçant dans le précédent x par x- — 2, cl que 
l'on divise ces polynômes par x^-\-x^ — 2Jr — i, les restes se reproduisent pé- 
riodiquement de trois en trois. 

46. Déterminera: i" de façon que les deux racines de l'équation x- — x-\-a = o 
vérifient la condition a:* — ait* -h a?*-f- 20?-+- 1 — a* > o; 2** de façon que la plus 
grande de ces deux racines vérifie seule cette inégalité. 

47. Tout polynôme qui prend des valeurs égales quand on y remplacer par 
les nombres inégaux ai, as, ..., a;i est de la forme 

Q(a7 — ai) (iT — aj) . . . (X — a„) H- R, 

où R est une constante. 

48. Calculer les valeurs que prend le polynôme 

i6ir* — 2oa7*-f- 5a: 

2 

quand on y remplace x par une des racines de sa dérivée. 

49. Effectuer la division du polynôme nx'^ — (/i -hi)a7«-i- i, où n désigne 
un nombre naturel, par {x — i)*. 

30. Soient A, B, G, P des polynômes; si l'on divise P par A (au sens du 
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n"51), puis le quotient par B, puis le quotient par C, on trouvera le même 
quotient final qu'en divisant P par le produit ABC. 

51. Montrer que si F = a7»-h «ir'*-*-h ... -4- a^ est un polynôme donné de 
degré «.on peut mettre, et cela d'une seule façon, un polynôme quelconque /(a?) 
sous la forme A^-h A|P -h AiP*-h .. ., où Ao, Ai, Aj, . .. sont des polynômes 
en X de de^^ré moindre que n. En supposant que le polynôme /(a?) ait été mis 
sous cette forme, quel est le quotient et quel est le reste de la division de/(.r) 
par P? 

Pour obtenir les polynômes Ao) Ai, Aj, ..., on peut procéder comme il 
suit : partant de Tidentité 

(I ) ar" = — ai rr'»-* — ajO?'»-* — . . . — a„ -h P, 

on en conclut, en multipliant par x et en remplaçant, dans le second 
membre, x'* par le second membre de l'identité (i), 

^/i-»-i _ (aj_a,)x«-* -h(aiaj — aj)x«-*-4- ... -h Par; 

multipliant encore par x et remplaçant toujours x'^, dans le second membre, 
par — aior"— * — a^x^—^ — . . ., . . ., on voit qu'on obtient aisément les expres- 
Mons de ar'*, x'*-*-*, a?'»-^-*, ..., puis de /(a:*) sous la forme désirée. Les calculs 
se simplifient si l'on veut seulement avoir le reste de la division de f{x) 
par P; on remplace alors partout P par o; les calculs sont indiqués ci-dessous 
en supposant P = a;* — x -h i,f(x) =a7* — ix^-h Sa?^ — a:'-i-:F* — i ; le signe = 
>eui dire que les deux membres que séparent ce signe sont identiques, à un 
multiple près de P. 

x* = x — I, x*^ — 1, x^^—x, x* = — x-i-i, a:*^i, 

f{x) = I — 2(— a--H i) -h 3(— ar) -+-I -Ha7 — i — i se — a, 

52. Déterminer les coefficients Ai, A], A3, . . . d'un polynôme 

f(x) = a-"-T- A,a7«-»H- Aja:«-*-h... -+- A„ 

qui soit exactement divisible par sa dérivée. 
Le quotient ne peut être que du premier degré; on peut le mettre sous la 

forme — (x-t-a): l'identité 

n/(x) = (x-\-a)f(x) 
permet ensuite de trouver les coefficients Ai, A^, ... : on trouve ainsi 

f{x) = (x-hay, 

53. On se donne la suite des nombres ao, ai, aj, .... Montrer qu'un poly-* 
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nome donné /(x) peut se mettre, et cela d'une seule façon, sous la forme 

Ao-l-Ai(a?— ao)-hA,(a7 — aj)(j7— ai)-4-...H-An(j?--ao)(^— ai)...(j?— Ort-i), 

où Ao, Al, . . ., Al, désignent des constantes et n le degré de /(x) : Aq est le 
reste de la division de/(x) par a: — «o ; si/i(a?) est le quotient de cette divi- 
sion. Al est le reste de la division de f\{x) par x — rti, etc. . . . Ceci ne sup- 
pose pas que les nombres ai, ai, as, ... soient distincts. 

Si Ton se donne les nombres distincts ao, ai, a^, . . ., a„, on peut calculer 
Ao, Al, ..., Art sachant que le polynôme /(a:) est au plus du degré n et 
connaissant les valeurs qu'il prend pour a: = a©, a? — «i, ..., a: = a„. En 
supposant /? < /t, les coefficients Ao, Ai, ..., A^ ne dépendent que de a^, 
ai, ..., ay, et des valeurs correspondantes du polynôme. 

Trouver un polynôme de degré au plus égal à 3 qui prenne la même valeur 

/- I I 

que ^x pour x = o, x = -, a:= -y x —\, 

54. Montrer que le polynôme 

yz"" -H zx'^ -f- xy" — y^^x — z*'x — x'^y^ 

où /test un nombre naturel, est divisible parle produit {y'-z){z — x){x~^y)\ 
trouver le quotient pour n = 2, n = 3. 

55. Montrer que le polynôme .i*-î-j'' -H -5' — Zxyz est divisible par a: -h/ -4- s. 
Trouver le quotient. 

Le polynôme proposé peut-il s'annuler pour des valeurs de a*, y^ z qui ne 
vérifient pas la condition a7-h^-H5 = o? 

56. Si les deux polynômes /(ar, y), ^(a?, y) deviennent identiques à un 
facteur constant prés quand on y remplace y par ax h- 6, il existe une con* 
stanle k et un polynôme A(a:, y) tels que l'on ait identiquement 

/(^i y) — f^ffi^^ y) = {y — ax — b) h(x, y), 

57. Diviser i par (1 — a*)* en ordonnant par rapport aux puissances crois- 
santes de X et en s'arrétant, au quotient, au terme en a;". 

58. Effectuer la division de i — abx^ par i — (a-{- b)x -h abx^ en ordonnant 
par rapport aux puissances croissantes de x et en s'arrétant, au quotient, au 
terme en a?'*. 

On trouve, pour le quotient, 

I -h (a -h b)x -h (a« 4- 6*)a7»-h ... H- (a«4- 6«)a:'* 
et, pour le reste, 

a:«-»-* [(i — ^a;)a«-+-» -h (i — aa7)6«-^-» J. 
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59. Effectuer la division de i — a?* par i — axcosB -*- a?* en ordonnant par 
rapport aux puissances croissantes de x et en s'arrétant au quotient, au terme 
en or*. 

On trouve, pour le quotient, 

I -H %x cos6 -t- 23?* COS2Ô -f- . , . H- ax» cos/iO 

et, pour le reste, 

•2a?'*-^* cos(/i -H l'ift — ajr'»-^-* cos/i6. 

Montrer que Ton a 

I ft r A sin(/i 4- 1)6 

\-\- cosO 4- cos'20 4- . . . -+- cos/iO = i-: — r—ï 

* sin^e 

60. Effectuer la division de cosa — a7C0s(a — 9) par i — -20: cos 9 -ha?* en 
ordonnant par rapport aux puissances croissantes de x et en s*arrétant, au 
quotient, au terme en ar'». 

On trouve, pour le quotient, 

cosa -+- X cos(a -H 6) -H a?» cos(a -h 26) h- ... -h a?» cos(a -H /i6) 

et, pour le reste, 

a?«-»-* cos[a -+-(/H- i)0] — x'*-^^ cos(a -h /i9). 

Déduire de là des expressions simples de 

cosa -h cos(a H- 9) -h cos(a -h 29) -h . . . -t- cos(a -+- /i9), 

cosa — cos(a-i- 9) H- cos(a-t- 29) — . . . -h (— i)'»cos(a -h /i9), 
sin a H- sin (a -f- 9) -H sin (a -H 29) 4- ... -4- sin (a 4- /i9), 

sina — sin (a 4- 0) -+- sin (a -1-29) — ...-»-(— i)'* sin (a -h /i9). 



CHAPITRE IV. 

DES FRACTIONS RATIONNELLES. 



§ 1* — ÉTUDE D'UNE FRACTION RATIONNELLE EN x 
POUR LES VALEURS DE x VOISINES D'UNE VALEUR DONNÉE. 

59. On appelle fraction rationnelle en x une fraction dont les deux 
termes sont deux polynômes en^. La valeur d'une telle fraction pour 
x-=-Xq n'est définie que si Xq n'annule pas le dénominateur. 

Si x^ n'annule pas le dénominateur, et si Ton donne à x des valeurs 
très voisines de Xq^ le numérateur et le dénominateur prendront, 
comme on l'a vu au Chapitre H, des valeurs très voisines de celles 
qu'ils prennent pour x=^ Xq\ or, en général, quand les deux termes 
d'une fraction varient très peu, la valeur de la fraction varie très 
peu; on prévoit qu'une fraction rationnelle doit être une fonction 
continue de x pour les valeurs qui n'annulent pas le dénominateur. 
Il convient d'ailleurs de préciser ceci, afin d'éviter sûrement les va- 
leurs exceptionnelles : on y parviendra en faisant pour les fractions 
rationnelles la même étude qu'on a faite pour les polynômes; on y 
gagnera d'ailleurs le moyen d'avoir des expressions approchées de la 
fraction, de reconnaître si elle est croissante ou décroissante, etc. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse de valeurs de x voisines de o; ou 
ordonnera le numérateur et le dénominateur suivant les puissances 
ascendantes de x. 

Si le dénominateur de la fraction n'est pas nul ponr J? = o, la 
valeur de la fraction, quand x est suffisamment voisin de o, reste 
moindre, en valeur absolue, qu'un nombre positif fixe qu'il est facile 
d'évaluer. C'est ce qu'on exprime brièvement en disant que la frac- 
tion reste bornée pour les valeurs de x qui sont voisines de o. 

Considérons par exemple la fraction 

2 H- 3 j- — 5x^ — 7 j"* 
— 3 -i- 4 ^ — 6^' H- ^' 
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On choisira un nombre positif a plus petit que la valeur absolue du 
premier terme — 3 du dénominateur; puis on déterminera un nombre 
positif p tel que la condition | J7 1 < ^ entraîne Tinégalité 

I 4a7 — 6x*-t-ar« | < a. 

Le dénominateur ne pourra pas s'annuler et sera plus grand, en 
valeur absolue, que 3 — a; le numérateur sera plus petit, en valeur 
absolue, que 2 + 3a-f- 5a' + ;;a*, et la valeur de la fraction plus 
petite, en valeur absolue, que 

•2 -4- 3 a -4- 5 a' -i- 7 a* 



pourvu que se soit moindre que p, en valeur absolue. 

Si, par exemple, on prend a = 2, on pourra prendre ^ = — et être 
sûr que la fraction, pourvu que x soit moindre en valeur absolue que 
— ï sera certainement moindre en valeur absolue que 

•2 H H-Î-tH r<3. 

II II' II* 

Oîcî posé, si Ton veut étudier, pour les valeurs voisines de o, une 
fraction rationnelle -^y dont les deux termes sont des polynômes 
ordonnés suivant les puissances ascendantes de x^ 

A = ao -H ai a? -*- «1 X* -h . . . , 

dans le second desquels on suppose essentiellement que Ôq ne soit 
pas nul, on effectuera la division de A par B, au sens du n^ 57; on 
trouvera un quotient 

Q = Co -4- Cl .r -f- CtX^-r-. . . 

ordonné par rapport aux puissances croissantes de x et un reste R 
dans lequel on pourra mettre en facteur une certaine puissance de x^ 
x"'^* par exemple, et que l'on pourra écrire sous la forme Sa?'*"*"*, en 
désignant par S un polynôme. Q sera d'un degré au plus égal knei l'on 
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aura 

A = BQ -h Sa:'»-»-», 

puis, pour toutes les valeurs de x qui n'annulent pas B, 

AS S 

Pour les valeurs de x suffisamment voisines de o, la fraction ration- 

S 
nelle ^» dont le dénominateur ne s'annule pas pour a: = o, reste 

moindre en valeur absolue qu'un nombre positif fixe. Pour ces valeurs 
le second membre a donc cette forme qui ne diffère que par le der- 
nier terme d'un polynôme de degré w + i, sur laquelle on a apppelé 
l'attention au n° 32 (* ) ; pour j? == o le dernier membre est égal à Co; 
pour les valeurs de x voisines de o, il est voisin de c© ; pour j: = o^ 
au point de vue de la variation, il se comporte comme le premier des 
termes c^x^ c^x'^^ c^x^, . . ., CnX" qui n'a pas un coefficient nul. 



On a d'ailleurs 



«0 ^1 ^0 — ^0^1 



La fraction rationnelle proposée est continue pour J7 = o, c'est-à- 
dire qu'elle reste aussi voisine qu'on veut de la valeur t^ qu'elle 

prend pour j? = o, pourvu que x reste suffisamment voisin de o. 
Les polynômes c©, ^©4- c, x, Co-\- dx -\- c^x^^ . . . fournissent des 

A 

expressions approchées de la fraction —> et l'on a le moyen de cal- 
culer une limite de l'erreur que l'on commet en substituant l'une 
d'elles à la fraction. 

Si l'on considère, par exemple, la fraction 

1 — X -\- x^ . — i-\-jx — aar* , 
= 1 — X -\- •ix^-\ : ; — ar', 



I IX'-^X^ 1 — ix^-^-x^ 

on voit d'abord que le dénominateur n'est pas nul si l'on suppose 



A. 

(') II résulte de la Qote du n<* 32 que la fraction -^ ne peut se mettre sous cette. 

forme que d'une seule façon, quand on se donne le nombre n. 
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|< 1/1 ; si Ton suppose x plus petit que o,i en valeur absolue, 



la fraction 



- 2 -4- 5ar — ix'*' 



sera moindre que ■ ^-^<3, en valeur absolue; Terreur 

^ I — 0,0'2 — OjOOJ ' 

commise en remplaçant la fraction proposée par i — x-{-2X^ sera 
moindre que o,oo3. Pour x = o^ cette fraction est égale à i, elle est 
décroissante, puisque — x est décroissant. 

Si l'on considère la portion correspondante à de petites abscisses 

de la courbe définie par l'équation y=i——- — -, on reconnaît 

qu'elle passe par le point de l'axe des y dont l'ordonnée est i , et que 
la tangente en ce point a pour équation y =^ i — x (comme on le voit 
sans peine par un raisonnement analogue à celui du n"31); la courbe est 
au-dessus de sa tangente; dans le voisinage du point de contact, elle se 
confond presque avec la parabole définie par l'équation j'^ i — .r -f- 9.x^ . 

Le cas où le numérateur de la fraction -g s'annule pour x =: o, sans 

que le dénominateur s'annule, est compris dans ce qui précède; il 
convient de remarquer alors que la fraction est nulle pour j? = o, et 
que c'est le monôme obtenu en divisant le premier terme de A par le 
premier terme de B qui renseigne sur le signe de la fraction, pour les 
petites valeurs de x, et sur le sens de la variation. 

Ainsi la fraction -^r—- — ^ se comporte, pour x très petit en valeur 

absolue, comme ::X^; elle est croissante pour ;r = o, du même signe 
que Xj pour les valeurs de x voisines de o. 

Les poljnomes -a:^, -^r^ x\ ... sont des expressions appro- 
chées de cette fraction. 

60. Examinons maintenant le cas où le dénominateur B s'annule 
pour ^ = o, et supposons d'abord que le numérateur ne s'annule pas. 

En posant comme plus haut A = «o-H ^i-^ -H «2-^* + • • •? ^o devra 
être supposé différent de o. Au contraire, B commencera par un terme 
contenant une certaine puissance de x que l'on pourra mettre en fac- 
teur; en d'autres termes, on pourra mettre B sous la forme B = B'^'", 
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OÙ B'=: 60 + 6i ^ -H 62^^ -h • • • est un polynôme en x qui ne s'annule 

pas pour a: = o. 

Je suppose qu'on fasse la division de A par B' en s'arrêtani dès que 

le reste est divisible par x^ ; la partie écrite au quotient sera alors un 

polynôme de degré r — i au plus, et Ton parviendra à une identité 

de la forme 

A = B'Q-4-Sjrr, 

où Q = Co + C| a: 4- C2^^ -h . . . 4- Cr-\ ^'~' est un polyi\ome en x^ 



dans lequel le premier terme Co=: y^ n'est pas nul, et où S est 
polynôme en :»; on en conclura 



un 



/ . A A I 1 I I S 

(on parviendrait d'ailleurs tout aussi bien à cette identité en faisant 
directement la division de A par B, quitte à introduire des termes de 
degré négatif, on s'arrête alors dès que le premier terme du reste esl 
de degré nul ou positif). 

L'égalité précédente suppose que x ne soit pas nul; il est d'ailleurs 
clair que la fraction proposée n'a pas de sens pour :r = o; on se pro- 
pose seulement de reconnaître comment elle se comporte pour des 
valeurs de x voisines de o; dans ces conditions, B' n'est pas nul, et, 

S 
pourvu que x reste suffisamment près de o, la fraction rationnelle ttt» 

dont le dénominateur n'est pas nul pour :z: = o, reste aussi \oisine 

qu'on le veut de la valeur qu'elle prend pour ^ = o. 

Si l'on pose — = ^, l'expression 

prend la forme 

y{z') = co-5'-+-c, ;;'•-• -h. ..-h C;.-|5. 

C'est un polynôme en :;, de degré r, ordonné suivant les puissances 
descendantes de z et ne contenant pas de terme constant. 

Quand x est petit en valeur absolue, z est grand en valeur absolue; 
il en est de même du polynôme P(^), lequel est alors du signe de 

son premier terme Co5'*=-4; il en est de même de la fraction ^• 
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Pourvu que z soît assez grand, en valeur absolue, ou, ce qui revient 
au même, pourvu que x soit suffisamment voisin de o, la valeur 
absolue de P(^) est aussi grande qu'on le veut. Il en est de même de 

la fraction — ; c'est ce qu'on exprime en disant que cette fraction 

devient infinie quand x tend vers o (on dit aussi, plus brièvement, 
qu'elle est infinie pour x = o). 

Quant au signe, tout dépend de la parité de r et du signe de Cq. 

Supposons /• impair; si Co est positif, la fraction est négative pour 
X négatif, positive pour x positif; on dit que, x croissant, elle passe, 
pour a: = o, de — oo à -f- oo. Si c© est négatif, elle passe, au contraire, 
de -h 00 à — 00. 

Lorsque r est pair, la fraction, pour des valeurs de x voisines de o, 
est du signe de Co, que x soit positif ou négatif. On dit qu'elle passe 
par -h 00 ou — 00 suivant que Co est positif ou négatif. 

Considérons, par exemple, la fraction 



I -^x 
ar'(i — x) 



1 
x^ 



1 
x^ 



7. 
X 



OU la courbe définie par l'équation y = —j- -• 

Lorsque x est très petit en valeur absolue, y est très grand en valeur 
absolue; le point de coordonnées :r, yest très près de l'axe des j^, très 



Fig. 19. 
Y 



V 



loin de l'axe des x ; la courbe, quand x est voisin de o, offre une dis- 
position analogue à celle qu'indique la figure. Elle présente deux 
branches infinies, dont on dit qu'elles suât asymptotes à l'axe des^. 
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l'une vers le bas, à gauche de l'axe des y, l'autre vers le haut, à 
droite : en disant qu'une branche de courbe est infinie, on entend 
qu'elle comporte des points dont l'une des coordonnées, au moins, 
est aussi grande qu'on le veut, en valeur absolue ; en disant qu'une 
branche infinie est asymptote à une droite, on entend que ses points 
se rapprochent autant que l'on veut de cette droite, pourvu que leurs 
coordonnées, ou l'une au moins de leurs coordonnées, soient suffi- 
samment grandes en valeur absolue. 

On aura une disposition analogue, dans le cas général, pour les 




valeurs de x voisines de o, si r est impair et si c© est positif; si r est 
impair et Cq négatif, la disposition sera celle de la figure ci-dessus. 



Fig. 21. 
Y 



Fig. 33. 



Si /• est pair, on aura l'une ou l'autre des dispositions ci-dessus, 
suivant que Co est positif ou négatif. 
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61 . Revenons au cas général et à Tégalité (i) du numéro précédent ; 
la différence 

A I I I 

S 
est égale à la fraction rationnelle ^7^ dont le dénominateur ne s'annule 

pas pour ^ = o et qui, ainsi, est une fonction continue de x pour 
j:= o. La différence précédente n'a pas, par elle-même, de sens pour 
x = 0, mais il suffit de lui attribuer, pour x = o, la valeur que prend, 

S 
pourjc = o, la fraction ^7^ pour qu'elle devienne une fonction con- 
tinue de X, pour x ^ o. 
Ainsi, dans l'exemple traité un peu plus haut, la différence 



x*(i — x) X^ X^ X 

égale (sauf pour j? = o) à la fraction — '■ — > tend vers 2 quand x tend 

vers o; si, pour j: = o, on lui attribue la valeur 2, elle devient, pour 
X = 0, une fonction continue de x. 
En écrivant 

l^ X ! 'J. 1 2 



x^{i — x) x^ x^ X ' 1 X 

on a décomposé le premier membre en deux parties, dont l'une, le 
polynôme en - sans terme constant 



est la partie de la fraction qui devient infinie quand x tend vers o, dont 
l'autre partie, dans les mêmes conditions, reste bornée et tend vers 2. 
11 est clair que cette partie de là fraction rationnelle qui devient 
ainsi infinie est la plus importante à considérer pour les valeurs de x 
voisines de o; en en substituant la valeur à celle de la fraction, on ne 
commet qu'une faible erreur relative, et c'est pour cela que j'ai sup- 
posé la division de A par B' arrêtée au moment où l'on avait obtenu 
cette partie. On peut, d'ailleurs, si cela est utile, pousser la division 
plus loin, de manière à obtenir des expressions de plus en plus rap- 
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prochées de la fraction. Je n'insiste pas sur ce sujet, qui a été suffisam- 
ment éclairci. 

Les explications qui précèdent permettent d'énoncer la proposition 
suivante : 

Si, dans la fraction rationnelle -=71 le numérateur est différent 

de o pour j? = o, tandis que le dénominateur s^ annule pour x = o^ 
en sorte quil soit divisible par x^ {et non par une puissance de x 
plus élevée), cette fraction devient infinie quand x tend vers o. 
// existe un polynôme en z^ P(^)î de degré r, ne contenant pas de 

terme constant^ tel que V expression (le polynôme en -y9l-\ soii 

la partie de la fraction k qui devient infinie quand x tend verso : 

la différence tt- — P( -) s'approche indéfiniment d'un nombre fixe ('), 

quand x tend vers o, nombre auquel on donne souvent le nom de 

vraie valeur, pour o: = o, de la différence ^ — ^ ( "" )' ^^ attribuant 

sa vraie valeur, pour o? = o, à cette différence, elle devient une fonc- 
tion continue de x, pour x = 0, 

Le poljnome P(>3), défini plus haut, est le seul polynôme en z sans 

terme constant, tel que la différence ^ — ^ ( ~ ) reste bornée quand x 

tend vers o : si, en eflet, un autre polynôme P'(2), sans terme cons- 
tant, jouissait de la même propriété, la différence 



A 
B 



'■a)-[É--a)]-'>'w--w 



resterait aussi bornée quand x tendrait vers o, ou quand z deviendrait 
infini; or cela est impossible si les deux polynômes P'(z) et f{z) ne 
sont pas identiques. 



(>) Il suffit, pour plusieurs raisonnements qui suivent, d'observer que ceUe diffé- 
rence reste bornée quand x lend vers o, c'est-à-dire qu'il y a un nombre positif auquel^ 
elle reste inférieure, en valeur absolue, pour toutes les valeurs de x, autres que o^ 
qui sont suffisamment voisines de o. Il est à peine utile de dire que, lorsque deux 
fonctions de x restent bornées, dans certaines conditions, il en est de même de leur 
somme, de leur différence, de leur produit, et que les mots « reste bornée » s'op- 
posent à l'expression « devient infinie ». 
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62. Considérons enfin le cas où le numérateur et le dénominateur 

A 

de la fraction rationnelle — s'atinulent pour jj == o; on pourra alors 

poser A = A'x^, B = B'a:'', en désignant par q^ r des nombres natu- 
rels, par A', B' des polynômes en x qui ne s'annulent pas pour x=zo. 
La fraction ^ ^^'^i P^^ ^^ sens pour j: = o ; pour les autres valeurs 
de Xj elle est égale à 

A'x7-r A' A'' 



B' ' B' B'xr-i' 

suivant que l'on a q> r^ q =^ r<f q <^r. On est ramené aux cas pré- 
cédemment étudiés : dans les deux premiers cas, la fraction ^ a une 
vraie valeur pour a? = o (nulle si 5^ est plus grand que r), dont elle 
s'approche indéfiniment quand x tend vers o; en lui attribuant, pour 
JT = o, cette vraie valeur, elle devient une fonction continue de a?, 
pour X = 0. Dans le troisième cas, la fraction augmente indéfiniment 
en valeur absolue, quand ;r tend vers o; il existe un polynôme P(5) 
de degré r — 9, sans terme constant, tel que P( - ) soit la partie de 
la fraction qui devient infinie pour x = Oj en entendant les choses 
comme on a fait plus haut. 

A 
63. Supposons maintenant que l'on veuille étudier la fraction ^ 

pour les valeurs voisines du nombre Xq ; on remplacera dans les po- 
lynômes A, B, X par Xq-\- A, et l'on ordonnera suivant les puissances 
ascendantes de h. On est ramené à étudier une fraction rationnelle 
en h pour les valeurs de h=zx — Xq qui sont voisines de o. Les ré- 
sultats suivants deviennent évidents. 

Si Xo n'est pas racine de B, la fraction ^9 pour les valeurs de x 
voisines de jTq, restera voisine de la valeur qu'elle prend pour x = Xo; 
elle sera une fonction continue de x, pour x = Xo, Les méthodes pré- 
cédentes permettent de reconnaître si elle est croissante ou décrois- 
sante pour x = Xo^ si elle passe par un maximum ou un minimum, 
quel est son signe quand x est voisin de Xo ; elles permettent aussi 
de trouver des polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes 
de A ou de o: — Xq^ qui la représentent d'une façon très approchée, 
pourvu que x soit suffisamment voisin de Xq, 

Si Xq est une racine de B, d'ordre de multiplicité r, et si x^ n'est 
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pas racine de A, la fraction devient infinie pour x = Xqj et il existe 
un polynôme P(s) de degré r, sans terme constant, tel que la diffé- 
rence 

B \x — Xo/ 

tende vers une valeur finie quand x tend vers Xq ; il n'existe d'ailleurs 
qu'un seul polynôme, sans terme constant, qui jouisse de celte pro- 
priété. 

Si Xo est en même temps racine d'ordre de multiplicité q pour le 
numérateur A, les choses se passent de la même façon lorsque q est 
plus petit que r, si ce n'est que le polynôme P{z) n'est plus que du 
degré r — q. Si q est égal à r, la fraction, quand x tend vers o, tend 
vers une valeur différente de o; si q est plus grand que /•, elle tend 
vers o. On peut, dans les différents cas, reconnaître son signe, le 
sens de sa variation, on peut en former des expressions appro- 
chées, etc. 

64. Supposons enfin qu'on veuille étudier la fraction lorsque x est 
très grand en valeur absolue. Appelons n et p les degrés respectifs 
des deux polynômes A et B et écrivons la fraction, en ordonnant ces 
polynômes suivant les puissances descendantes de x, 

on changera x eu. -9 et l'on aura 

gp-h g|^H- ga>s'-f-. . .-4- an^" 
A ^« 



B ^o-hPi^-f-pa^'- 



[jpi 



OU, suivant que l'on aura rK^p^ n = p, n >/?, 

s/'-"(ao-+-a,^ H- «jS^H-. ,,) 
-^'-''(!io-+-fii-H-p2-*-+-...)' 
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on est ramené à des cas déjà étudiés, puisque, lorsque x est très grand 
en valeur absolue, z est très voisin de o. 

On voit de suite que, si le degré du dénominateur de la fraction 
proposée (en x) est supérieur au degré du numérateur, la fraction 
tend vers o quand x augmente indéfiniment ; sa vraie valeur est o pour 

^infini. Son signe est le signe de -^^^~" ou de -r — ^— • Si le degré 
du numérateur est égal au degré du dénominateur, la fraction s'ap- 
proche de j~ quand x augmente indéfiniment en valeur absolue ; la 

vraie valeur de la fraction est le rapport des coefficients des termes 
du plus haut degré ; enfin, quand le degré du numérateur l'emporte 
sur le degré du dénominateur, la fraction augmente indéfiniment, en 
valeur absolue, quand x augmente indéfiniment, en valeur absolue ; 

elle est du signe de '^x"~p. 

Dans ce dernier cas, il convient d'effectuer la division du numéra- 
teur par le dénominateur au sens du n" 51 ; on a alors A =: BQ 4- R, 
R étant un polynôme de degré moindre que B; on peut écrire encorey 

A ^ R 

et, d'après ce qu'on vient de dire, ^ tend vers o quand x augmente 

indéfiniment, en sorte que le polynôme Q, pour x très grand, est une 

A -, 

expression approchée de tt* C'est le seul polynôme dont la différence 

avec ^ tende vers o quand x augmente indéfiniment en valeur ab- 
solue. 
Considérons, par exemple, la fraction 



y = — =. x^-\- X — i-f- 

et la courbe définie par cette équation, y s'obtient en ajoutant à 

x^-\- X — I la quantité ^p-^-— qui est, en valeur absolue, très petite 

pour X très grand, qui est, d'ailleurs, du même signe que x. La 
courbe, quand x est très grand, en valeur absolue, est très voisine 
de la parabole dont l'équation est jk ^= •2^' ~h ^ — i ? un peu au-dessus 
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pour X positif, un peu au-dessous pour x négatif; on dit que la 
courbe est asymptote à la parabole. Je laisse au lecteur le soin de là 
construire. 

On obtiendrait une droite pour asymptote si le degi'é du numérateur 
était égal, ou supérieur d'une unité^ au degré du dénominateur. 



60. Décomposition en éléments simples. — Considérons une frac- 
tion rationnelle de la forme 

/(^J 

où le numérateur /(a;) est un polynôme quelconque, pouvant même 
se réduire à une constante, où a, fr, . . ., / sont des nombres distincts 
et a, p, . . ., X des nombres naturels; en sorte que a est une racine du 
dénominateur d'ordre de multiplicité a^ b une racine d'ordre de mul- 
tiplicité p, etc. Pour abréger, je désignerai le dénominateur par o{x). 
Quoique cela ne soit pas indispensable, je supposerai, afin de sim- 
plifier un peu ce qui suit, qu'aucun des nombres a, 6, ..., / n'an- 
nule f{x). 

On a vu qu'à la racine a de o(^), par exemple, correspondait un 
polynôme en ^, sans terme constant, qui, lorsqu'on y regarde z 

comme égal à ■> constitue la partie de la fraction qui devient 

infinie quand x s'approche de a, la différence entre la fraction et ce 
polynôme restant bornée : il est le seul à jouir de cette propriété. Ce 
polynôme est de degré a si l'on suppose que a n'est pas racine 

de f{x) : après qu'on y a remplacé z par — -— , il est de la forme 
Ao , A, Aa-i 



OÙ Ao, A|, . . ., Aa_i sont des constantes que l'on a appris à calculer, 
et dont la première A© n'est pas nulle; je désignerai cette expression 

par Pfl ( ^ _ j . C'est la partie de la fraction qui devient infinie quand 

X s'approche de a. 

Aux autres racines 6, c, . . ., / de j? correspondent de même des 
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expressions 

oblenues en remplaçant z par ^ , > — — — > • • •> __ . dans des poly- 
nômes P^{z)y Pc(>z), ..., P/('3), dont les degrés sont respectivement 
fl, y, ..., X, et qui, tous, manquent de termes constants. Chacune de 
ces expressions est la partie de la fraction rationnelle donnée qui 
devient infinie quand x s'approche de la racine de ©(^) qui lui cor- 
respond. 

Si le numérateur /(x) est dç degré supérieur ou égal au degré 
a-|-P+...-|-À de ^{x)y il existe un polynôme E(a?), la partie en- 
tière de la fraction rationnelle, que l'on obtient en prenant le quo- 
lienl de la division de /(x) par ç(x), dont la valeur, quand x aug- 
mente indéfiniment, s'approche autant qu'on le veut de la valeur de 
la fraction proposée : c'est le seul polynôme qui jouisse de cette 
propriété. Quand le degré de /(x) est inférieur au degré de o(x)^ ce 
polynôme ^(x) doit être regardé comme identiquement nul. 

Mon objet est maintenant de montrer que la fraction proposée est 
égale, pour toutes les valeurs de Xj à 

Cette forme de la fraction "^ — -y si l'on en admet pour un instant la 

légitimité, met bien en évidence la façon dont elle se comporte 
quand x s'approche d'une des valeurs a, è, . . ., / qui annulent son 
dénominateur, ou lorsque x devient infini. Lorsque a:, par exemple, 

s'approche de a, les parties autres que P^ ( _ j restent bornées. 

Lorsque x augmente indéfiniment, c'est la partie ^{x) qui devient 
infinie; les autres parties deviennent nulles ou, plutôt, tendent vers o. 
Il est bien clair, par ce qui précède, que la fraction proposée ne peut 
être mise sous une pareille forme que d'une seule façon. 

On va établir la légitimité de ce mode de décomposition en expli- 
quant en même temps le procédé le plus pratique pour le réaliser. 

Je rappelle d'abord que, pour obtenir P^ ( 1 > on procède 
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comme il suit : en posant x= a -{- h et 

(p, (rr) = (x — b)P(x — c)Y. . .(ar — /)\ 
on a 

ç(a7) (a? — a)<»çi(a:) yi«îpi(a -+- A) * 

On effectue la division de /(a -f- A) par 0| (a + A), en ordonnant 
par rapport aux puissances croissantes de h et en s'arrétant dès que 
le reste est divisible par A*; l'opération même conduit à une identité 
de la forme 

/(a -h A) 44. A t. . A*R(A) 

^ — -^ = Ao-4-AiA-h...-hAa_iA«-«H -/-. 

où R(A) est un polynôme en A; en divisant les deux membres par A", 
on obtient (*) 

/(g -h A) ^ Aq Al A«-| R(A) 

Â«9i(aH- A) "" A« "*" A«-i "^•••"^ /i "^ (pi(a-f-A)' 

En remettant dans cette identité x — a à la place de A et en dési- 
gnant par/i(^) ce que devient R(A), on obtient 

(I) /(£)=__^L__4__A_^-.. I Ag-i ^ /|(a:) 

\x — aj r^i{x) 

On opère sur la fraction -^V-r» relativement à la racine è de ©1 (x). 

f(x) 
comme on a opéré sur la fraction - ^ , . relativement à la racine a 

^ (p(j7) 

de ?(^), c'est-à-dire qu'on cherche la partie de f^ . qui devient 
infinie quand x s'approche de b : c'est certainement P^ ( __ , - j ^ 
puisque, la différence -^^—1 — P^ ( — ZTh) "^^^^^^^ bornée quand x s'ap- 



(') On peut tout aussi bien parvenir à cette dernière identité en efTecluant la 
division de /{a -h h) par h'^^i^a -h h), les deux polynômes étant ordonnes par 
rapport aux puissances croissantes de A : on introduit alors au quotient des puis- 
sances négatives de /i, et l'on s'arrête dés que le reste commence par un terme en h 
dont l'exposant est égal ou supérieur ù a. 
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proche de 6, il en est de même, en vertu de l'identité (i), de la 
différence 

Or il n'y a qu'un seul polynôme en _ > sans terme constant, dont 
la différence avec*^^-: — puisse rester bornée quand ^ s'approche de b. 
Le calcul de la partie de " ^ qui devient infinie quand ^ s'ap- 

proche de 6, conduira donc à une identité analogue à l'identité (i) 

On continue de la même façon; on détermine la partie de •^^4 — - Qui 

devient infinie quand x s'approche de c; c'est Pc ( )» etc. 

Finalement, en supposant qu'il y ait /• nombres «, 6, ...,/, on 

arrive à une fraction -/-^ — ^r» dont le dénominateur n'aura plus 

(x — /)>• ' 

qu'une seule racine distincte : on la traitera de la même façon; mais 
les calculs sont ici particulièrement simples : on ordonne fr{^) sui- 
vant les puissances de ^ — /; les premiers termes, de degré inférieur 

à \ donneront en divisant par {x — l)^ les termes de P/ ( — ^—. j , les 

termes suivants, s'il y en a, divisés par [x — /)^, fourniront un poly- 
nôme en X, que je désignerai par E(^), et l'on obtiendra l'identité 



(3) 



â^M-^i)-^^'y- 



en ajoutant membre à membre les identités (i), (2), . .,, (3), on ar- 
rive à l'identité 



(4) 



ijs = »" (î^) - ■>' (ïèi) - - -' (^) -^<')- 



En vertu d'une remarque déjà faite, le polynôme E(j7) ne peut dif- 
férer de la partie entière de la fraction proposée, puisque la diffé- 

rence entre "^ ' et E(.r) tend vers o quand x devient infini. 



T. 
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Si le degré de f{x) est égal ou supérieur à celui de ç(^), il e>i 
commode de commencer par déterminer cette partie entière E(a?) en 
divisant, au sens du n° 51, /(^) par o(^), ce qui conduit, en dési- 
gnant par F(a:) le reste, à l'identité 

on opère ensuite, pour trou\er Pa(-^^ — y P* ( r)» ••• sur la 

fraction — — -> plus simple que la fraction —, — : le résultat est le 
même, toujours pour la même raison; la différence 

o\^x) ^ \^ — «/ 

restant bornée quand x s'approche de a, il en est de même deladiffé- 

rence — — '- — P„ > 

o{x) \x — a) 

F( x") 
Mettre la fraction rationnelle —7—: sous la forme (4), c'est ce qu'on 

appelle la décomposer en éléments simples : ces éléments simples 
sont, d'une part, les termes du polynôme E(:c) et, d'autre part, les 

termes des parties fractionnaires P^ ( )> P^f' t)> ••■; « 

chacun de ces termes, formé d'une fraction dont le numérateur est 
une constante el le dénominateur une puissance àe x — a, x — ^, . . .> 
on donne le nom de fraction simple. La puissance la plus élevée à 
laquelle est élevé chacun de ces binômes est l'ordre de multiplicité 
de la racine correspondante dans ^{x)^ à supposer, comme on l'afait^ 
que cette racine n'annule pas/(x). Si l'on supprime cette restriction 
et si a, par exemple, était une racine de /(a;), d'ordre de multipli- 
cité a'<^ a, la partie de la fraction qui devient inGnie quand x s'ap- 
proche de a commencerait par un terme de la forme ^— ;> au 

* ^ (a: — «)*-* 

A 

lieu de commencer par un terme de la forme r-; et, lors même 

^ {x — a)* ' 

qu'on n'aurait pas supprimé d'abord le facteur commun à f{x) et 
à ç(^), les calculs pourraient s'effectuer de la façon même que l'on a 
expliquée. 
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Soit, par exemple, à effectuer la décomposition de la fraction 

x^ — a:2 -+- f 
x'^ix — i)'(^ — ^) 

On a ici a = o, 6 =^ i, c = 2, a = 3, p = 2, y = !• H n'y a pas de partie en- 
tière. Pour déterminer la partie P© ( - )? qui devient infinie pour a; = o, on 

doit diviser, en ordonnant suivant les puissances croissantes, i — x^ '\- x^ 
par — 1-T-Sx —4^'-!-^'; on s'arrête dès que le reste est divisible par ar* et 
Ton parvient ainsi à l'identité 

^(37 — 42a?-f- i3a7«) 
i — x^-^x^ I 5 f3 . 8 ^ ^ ^ 

= X x^ 



— 1-^-^x — ^x'^-\-x^ 2 4 ^ — 2-+-5a7 — 4 a:* H- 37» 

ou, en divisant par a:', 



i — x^-^x^ II 5 I 1 3 I 8 ^ ^ ^ 



x^{x — 1)*(^ — 2) 1 x^ 4 ^* 8 a: (a: — i)*(iP — 2) 

On va maintenant, en partant de la fraction qui figure à la fin du second 
membre, déterminer la partie Pj ( )> qui devient infinie pour a; = i. 

Faisons abstraction, pour un instant, du facteur -; on pose, dans la fraction 

o ' 

37 — 4^^ -i- i3a:' 

y 

— v». -+- ar 

a' = i-}-A, et l'on ordonne par rapport aux puissances croissantes de h^ elle 
devient 

8- i6A-f- i3/t' 

— f H- A 

on effectue la division, en s'arrétant dès que le reste est divisible par A*; on 
parvient ainsi à l'identité 

= — 8 -f- 8 /< -f- 



en divisant par /i', remettant x — 1 ù la place de h et multipliant par -, on 

8 

trouve 

i{37-42a?-+-i3a:î) _^ i 5 i 



(ar — ij*(a7 — 2) ix — 1)2 X — I 8 a? — 2 

il n'y a pas lieu d'aller plus loin, puisque la dernière fraction est sous la forme 



i8o 
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voulue, et Ton a 






X^—X^-h I 






X^{X — l)^{x — 'à) 




Il 5 I 


l3 î I 


I 5 I 


2 ar» 4 272 


8 X (2—1)» 


X — I 8 a: — 1 



66. Il convient de s'arrêter sur le cas où, a^ b^ c^ . ,.^ l étant tou- 
jours des nombres distincts, on a affaire à une fraction de la forme 

/(£)^ JU) ^ 

9(X) {X — a) {X — 6). ..(37 — /) 

les nombres que l'on désignait dans le numéro précédent par a, ^, 
y, . . ., X étant tous égaux à i . Dans ce cas, le polynôme en que 

l'on désignait par P^ ( — ^ — ) se réduit à la fraction simple — —> Le 
polynôme que l'on désignait par Oi (x) se réduit à 

(x — à)(x — c).. .{x — /); 

Ao est le premier terme du quotient de la division des polynômes 
(en A) /(a 4- A), <pi(a + A), ordonnés suivant les puissances crois- 
santes de A, polynômes dont les premiers termes sont respectivement 
/(a) et <fi (a), en sorte que l'on a 

A =/l^ = li^ . 

' cp,(a) (a-6)(a-c)...(a-/)' 

le nombre Çi(a) est la valeur, pour x = a^ de la dérivée ç'(^) du 
polynôme (f{x) : on a, en effet, 'f{x) = (a? — a) o, (x) et, par suite, 

^{a-h h) = h^i(a -h h) = /tÇi(a) -h . . . 

en n'écrivant pas les termes A^, A', ... ; on voit bien que le coeffi- 
cient de A dans le développement de cp(a-4- A), ordonné suivant les 
puissances croissantes de A, c'est-à-dire (n** 33) la valeur, pour J7 = a, 
de la dérivée de o(^), est '^, (a). On peut donc écrire aussi : 

o(a) • 
Comme le même raisonnement s'applique aux autres racines 6, 
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c. ..., A:, / de ?(^), on peut écrire, en désignant par E(x) la partie 
entière de la fraction • , [ ^ 

U)fM- /^_^ /(6)_ir_ ^/(0_L_^E(^s 



{a — à) {a — c) , . ,{a — /; x — a 

f(b) i_ 

"^ (6 — a)(6 — c)...(6 — /) a: — 6 "^"* 

67. En multipliant par <f{x) les deux membres de cette identité, 
elle devient 

' ' "^ ^ f(a)x — a f(o)x — b o'{l) x — / ^ ^^^ ' 

(3r — h)(x — c),..(x — l) 






(a— ^)(a — c)...(a — /) 

(a? — a)(3: — c) , .. (x — /) 
(6— a)(6 — c)...(6 — Z)"^'" 

(j: — a)(j7 — b) , ,.(x — k) 
(l^a){l'-b)...(l — k) 

-^(x — a)(X'-b).,.(X'—l)E(x); 

celte formule, qui joue un rôle considérable dans diverses questions 
d'ordre pratique ou théorique, est connue sous le nom de formule 
d'interpolation de Lagrange, Il ne faut pas oublier que le poly- 
nôme E(j?) doit être regardé comme identiquement nul quand le 
degré de cp(^) dépasse celui de f{x). 
Elle fournit immédiatement la solution du problème suivant : 
Etant donnés n nombres distincts a, b^ , . .^ l^ déterminer tous les 
polynômes en x qui prennent des valeurs prescrites A, B, . . . , L 
pour a: = a, a: = 6, ,.., x = L 

Si Ton pose, en effet, (9{x) = (x — a)(x — b) ...(x — l), et si 
Ton désigne par f(x) un des polynômes cherchés, on devra avoir 

/(a) = A, f{b) = B, ..., /(/) = L, 
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et, par suite, 

(a — b ) ( a ^ c) . . , (a — /) 
(T — a)(x-'C).,.(x — l) 
■^ {lj — a)(b — c).,.(b — l) "^••" 

Le raisonnement même montre que le polynôme cherché f{x) 
doit nécessairement avoir la forme qu'exprime le second ou le troi- 
sième membre de cette égalité, et la forme même du troisième membre 
montre effectivement qu'il prend les valeurs A, B, . . ., L quand on y 
fait :zr = a, 6, . . . , /. Pour x =: a^ par exemple, le polynôme qui 
rpultiplie A se réduit à i , les polynômes qui multiplient B, . . . , L 
s'annulent, ainsi que ?(^), et cela quel que soit le polynôme E(j;). 
Ce dernier peut donc être choisi arbitrairement. 

Le produit E(x)o(x)^ quand E(^) n'est pas identiquement nul, 
est de degré au moins égal à n ; son terme du plus haut degré ne peut 
être détruit par les termes du second membre de l'identité (2) qui 
précèdent E(^) cp(:r), termes qui sont au plus du degré n — i . 

Si donc on impose à/(x) la condition d'être de degré inférieur à /i, 
E(^) doit être identiquement nul, en sorte qu'il y a un seul poly- 
nôme g{x)^ de degré inférieur à /i, qui prenne des valeurs prescrites 
A, B, . . ., L pour x=: a^ b, , , , j t^ k savoir le polynôme 

(3^ ./^^_- (X^b)(x-c)...(x-l) 

(a? — ^) (.r — c) . . . (.r — /) 

(x — à)(x — b),..(x — A') ^ 
■^ (l^a){l—b),,,{l-k) ' 

un polynôme quelconque qui prend ces valeurs prescrites est de la 
forme g{x) -\- E(^) ^(^27), le polynôme E{x) étant arbitraire. 

Au reste, on reconnaît directement que si les deux polynômes g{x)^ 
f{x) prennent l'un et l'autre les valeurs prescrites A, B, ..., L 
pour a: = a, 6, . . ., /, leur différence /( a: ) — g{x) doit être divisible 
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par ^(j:) (n** 38); si les polynômes /(x) et g{x) doivent être de degré 
inférieur à /i, cette diflerence doit être identiquement nulle : on voit 
ainsi que le problème consistant à trouver un polynôme de degré in- 
férieur à n qui prenne les n valeurs prescrites A, B, . . . , L pour les 
n valeurs distinctes «, 6, . . . , / de ^ ne peut admettre qu'une solution, 
solution qui est évidemment fournie par la formule (3), et que tous 
les polynômes, de degré quelconque, qui prennent ces valeurs pres- 
crites, se déduisent de l'un d'eux comme on l'a expliqué. 

Le problème de V interpolation consiste, en général, à trouver une 
fonction qui prenne des valeurs prescrites pour des valeurs données 
de la variable. C'est un problème capital pour les sciences d'observa- 
tion, où la loi d'un phénomène ne peut jamais être obtenue que par 
un nombre fini d'expériences : une série d'expériences, par lesquelles 
on cherche à reconnaître comment une variable y dépend d'une va- 
riable x^ fournit un tableau de nombres où figurent les valeurs ^i, 
yii ''"iyn à^y qiii correspondent aux valeurs x^^ ^o, . . ., Xn de x. 
Si Ton a déterminé une fonction g{x)y par exemple, comme tout à 
l'heure, un polynôme, qui pour :r = ^Ti, :r,, ..., Xn prend des valeurs 
ji, Va, .. ., ^/i, on admet que cette fonction g{x) fournira les valeurs 
de r pour les valeurs de x qui ne s'écartent pas trop des nombres x^^ 

Xj, Xnt soit que ces valeurs soient comprises entre le plus petit 

et le plus grand des nombres x^^ x^^ .. ., Xn (interpolation propre- 
ment dite), soit qu'elles dépassent un peu, en dessus ou en dessous, 
le plus petit ou le plus grand de ces nombres (extrapolation). 

On a vu, par la théorie précédente, comment, lors même qu'on se 
borne à des polynômes, le problème posé est indéterminé : il en est 
de même, d'ailleurs, du problème qui consistée trouver une loi : deux 
lois d'un même phénomène, exprimées par des formules différentes, 
sont également vraies, lorsque les différences entre les nombres que 
fournissent ces formules sont de l'ordre de grandeur des erreurs d'ob- 
ser\alion. Parmi ces lois, on choisira celle qui est susceptible de 
l'expression la plus simple. Ce dernier mot aurait d'ailleurs besoin 
d'être précisé. S'il s'agit, par exemple, de deux polynômes, il est na- 
turel de choisir celui des deux qui est de moindre degré. 

Le lecteur, enfin, ne peut manquer de se demander s'il est 
vrai que deux fonctions qui prennent les valeurs prescrites pour 
^ = a:,, a:2, . . . , j:„ aient toujours des valeurs voisines quand x n'est 
pas égal à l'un de ces nombres, et sous quelles conditions cela est 
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vrai. Je me borne à soulever ces questions qui ont fait l'objet d'un 
grand nombre de travaux. 

68. La formule (i) du numéro précédent, qui suppose seulement 
que les nombres a, 6, . . . , / soient distincts, fournit une suite d'iden- 
tités en égalant dans les deux membres les coefficients d'une même 
puissance de x ; je me borne à celle qui provient de l'identification 
des termes en ^""% lorsque le polynôme f{x) est de degré inférieur 
à /i, et que, par conséquent, le polynôme E (a:) est identiquement nul; 

les coefficients de j:"~* dans les polynômes ^ > -^ — i» ...i - — -, 

étant évidemment égaux à i, on voit que, dans le second membre, 
le coefficient de a:"~* est la somme 

yM^/(^. , fit) , 

<p'(a)'*"?'(^)'^'""^9'{/)- 

cette somme, lorsque le polynôme f{x) est de degré inférieur à n^ 
est donc égale au coefficient de a:"~* dans/(a7) ; elle est nulle en par- 
ticulier quand f{x) est de degré inférieur à n — i; en prenant 
f{x) = x''j où r est l'un des nombres o, i , 2, . . . , n — i , on a 

a'' bf Ir 



9'(«) ?'(^) ?'(0 " 

pour /• = o, i , 2, . . . , n — 2, et, pour r=: n — i , 



et cela, quels que soient les n nombres distincts a^ b^ . ..^ L 

§ 3. - FONCTION H0M06RÂPHIQUE. 

69. Je terminerai ce Chapitre par l'étude de la plus simple des 
fonctions rationnelles, à savoir la fraction 

__ ax -\-b 
•^■" a'x-^b'' 

où a, 6, a', h' sont des constantes et dont les termes sont du premier 
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degré en x. Elle joue un rôle considérable tant en Algèbre qu'en 
Géométrie. 

En faisant la division du numéraleur par le dénominateur (n"* o 1 , 64) 
et en posant, pour abréger, 

a'b'-^ab' b' 

on la met sous la forme 

a a'b — aU a B 

'^ a' a'{a'x-\-b') a' x — a 

Cesl Tapplication, à ce cas simple, de la méthode de décomposi- 
tion en éléments simples exposée plus haut. Sur cette forme, la façon 
dont y varie avec x apparaît de suite. 

Le binôme x — a croît depuis — oo jusqu'à + oo quand x croît 
de — oc à + 00. Il s'annule pour ^ = a ; pour cette seule valeur de x^ 
y n'est pas une fonction continue de x. Quand x croît de — oo à une 

valeur a — e, un peu plus petite que a, décroît de o ( * ) jusqu'au 

nombre très grand en valeur absolue, quand x traverse la va- 
leur a, — — - passe de — oo à 4- oo ; quand x croît de a -f- e à + oo^ 

décroît encore de - jusqu'à o. La fraction — - — varie dans le 

même sens que > ou dans le sens contraire, suivant que ^ est 

positif ou négatif : la partie constante ~ n'influe pas sur le sens de la 
variation. Par conséquent : 

Lorsque x croît de — oo à -|- oo, la fonction —, r? croît toujours, 

ou décroît toujours, suivant que ab' — a' b est positif ou négatif: 
dans le premier cas, elle croît de —jk + »? puis de — oo à — ; ; elle 

passe de + 00 à — oo quand x traverse la valeur ?; dans le second 

cas, elle décroît de — à — oo, puis de -j-oo à — ?; elle passe de — oo 



(^) C'est une façon de parler pour dire que, lorsque x est très grand en valeur 
absolue, est très petit en valeur absolue. 
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LA 

à -I- 00 quand x traverse la valeur ;• Les variations de cette fonc- 
tion sont figurées ci-dessous ; la courbe est asymptote aux deux pa- 
rallèles aux axes dont les équations sont y=. —,i x=^ — — ,• A deux 

valeurs différentes de x correspondent toujours deux valeurs diffé- 

j ax -\- b 
rentes de -; ji' 



Fig. 23. 



Fig. 24. 





Tout ceci suppose que p = al b — aV n'est pas nul ; dans le cas où ^ 
serait nul, — ; y, serait toujours égal à — > et ainsi ne dépendrait 

CL X \ 1/ CL 

pas de X : toutefois, pour x = ?> la fraction proposée n'a pas de 

sens, et -7 n'est la valeur de cette fraction que par convention (*). 
Lorsque les variables x^ y sont liées par la relation 

ax -+- b 

•^ a X -h b 

et que ^ n'est pas nul, on dit que y est une fonction homographique 



( * ) Quand ,3 devient de plus en plus petit, en valeur absolue, la courbe se rapproche 
de plus en plus de ses asymptotes; jusqu'à se confondre avec elles pour ^ — 0. 
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de X, OU encore que la valeur de y est la valeur de ^ à laquelle 
elle correspond, transformée par Thomograpliie que déterminent les 
nombres a, 6, a', 6'. 

Une des propriétés les plus importantes des fonctions homogra- 
phiques apparaît sous la forme, précédemment obtenue, de l'équa- 
tion qui lie x et^, 

a S 

'^ a X — a 

En désignant par ^<, x^^ ^3, x,, quatre valeurs distinctes de x^ 
par ji, J/-2, yz^ y* les valeurs correspondantes de y, qui sont aussi 
différentes entre elles, on a évidemment 

_ _ — P(Xi — X:i) _ _ — ^(Xi — X,,) 

.y»— r3 . .rs — rs ^ ^-t — a-., , ar, — X3 ^ 
ri— r* ' J'J — r* Xi — X,, ' Xf—X,,' 

on désigne sous le nom de rapport anbarmonique des quatre 
nombres ^i, ^r^, ^3, x^ rangés dans Tordre qu'on vient d'écrire, la 
quantité 

3:1 — Xj , Xj— Xj _ (Xj — X:i) (x^—x,,) 
Xi — X,, ' Xi — X,, "~ {Xi — Xi){X2—Xi)' 

et l'on exprime la propriété précédente en disant que, quand^ est une 
fonction homographique de x^ le rapport anbarmonique de quatre 
valeurs de x est égal au rapport anbarmonique des valeurs correspon- 
dantes de y, La proposition subsiste, comme il est aisé de le voir, 
dans le cas où a' est nul, qui échappe à la démonstration précédente. 
L'intérêt de cette propriété consiste en ce qu'elle ne dépend que de 
la forme de la relation entre x et y, nullement des valeurs particu- 
lières des coefficients a, 6, a', b'. Elle caractérise d'ailleurs la corres- 
pondance homographique : en d'autres termes, si à chaque valeur de x 
correspond une valeur de ^, de façon que le rapport anbarmonique 
de quatre valeurs quelconques de x soit toujours égal au rapport anbar- 
monique des valeurs correspondantes dey, y est une fonction homo- 
graphique de X. 
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Cela résulte de ce que, si Ton considère trois valeurs fixes de x, à 
savoir x^, Xo, ^3 et les valeurs correspondantes ^i, j'a, y^ de y, on 
doit avoir, entre une valeur quelconque de x et la valeur correspon- 
dante de y y la relation 

(y—yi)(yi—.rA) _ (^ — ^»)(^i — a-i) 

qui, résolue par rapport k y, permet d'exprimer ^ en fonction de r 

sous la forme 

_^ aa: -{- b 
y - a'x-^b'' 

La démonstration même que l'on vient de faire prouve que, si Ton 
se donne trois couples de nombres correspondants (^i,^i), (^2/2)? 
(^5,^3), tels que les nombres x^^ x-2j x^ soient distincts, ainsi que 
les nombres y i, ^^2? ^s? il existe une fonction homographique de x^ et 
une seule, celle-là même qu'on vient de déterminer, qui prend les 
valeurs yi, ^2,^3 pour x = x^^ X2j x^^. 

Au lieu de dire que y est une fonction homographique de x quand j 
s'exprime au moyen de x par la formule 

_ ax -^ b 
•^" a'x-^b'' 

où «, 6, a', è' sont des constantes, on dit souvent que les deui 
variables x^y se correspondent homographiquemenl lorsqu'elles sont 
liées par une équation de la forme 

A xy -I- B a? -f- Cy -f- D = o, 

où A, B, C, D sont des constantes ( * ) dont quelques-unes peuvent 
d'ailleurs être nulles : cette équation, qui est du premier degré, soit 



(') Il est bien entendu qu*on a affaire à la même fonction homographique quand 

on remplace les coefficients a, 6, a\ b' par des coefficients proportionnels, qu'on a 

affaire à la même correspondance homographique quand on remplace les coefficients A, 

B, C, D par des coefficients proportionnels. Je laisse au lecteur le soin de démontrer 

. ax ~h b CLX -\- Y^ 
que les deux fractions —, n» -; ^ ne peuvent être égales pour toutes les 

valeurs de x sans que les coefficients a, p, a', y soient proportionnels aux coeffi- 
cients a, b, a\ b'. 
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par rapport à y, soit par rapport à x^ détermine l'une des variables, 
lorsqu'on se donne l'autre. On en tire 

^ — Bjt— D _ —C^ — D 

^~ AxH-G ' ^~* A^-f-B 

Chacune des deux variables est bien une fonction homographique 
de l'autre; mais, sauf le cas où l'on aurait B = G, chacune d'elles 
n est pas la même fonction de l'autre. Si l'on a B =G, la relation est 
dite involutii^e. 

Dans le cas où l'on aurait BG — AD = o, qui correspond au cas où 
l'on aurait, avec les notations antérieures, ab^ — a'b = o^ la corres- 
pondance homographique est dite impropre. Dans ce cas, l'équation 
d'homographie qui, lorsque A n'est pas nul, peut toujours s'écrire 

i. [( Aar -+- C)(AjK -+- B ) -+- AD — BC] = o, 

se réduit à (Ax + G) (Ay + B) = o. Elle est vérifiée en prenant 

G B 

x=: — — et^ quelconque, ou en prenant j' = — T ^*"^ quelconque, 

elle ne peut être vérifiée autrement : A une valeur quelconque de x^ 

C B 

autre que r> correspond la valeur unique de y^ y= — j^; à la 

valeur — — de x correspond une valeur quelconque de y, A une 

valeur quelconque de y, autre que — -r > correspond la valeur unique 

G B 

de x^ x = — —; à la valeur — — de ^ correspond une valeur quel- 
conque de X. Ces résultats sont d'ailleurs conformes à ceux que l'on 

a obtenus en étudiant la fonction homographique —, p lorsque 

aV—alb est nul. 

Dans le cas où l'on a à la fois AD — BC = o, A = o ; il faut que B, 
ou C, soit nul; l'une des variables disparaît de l'équation d'homogra- 
phie, et peut être supposée quelconque, l'autre variable est déter- 
minée. 

Si Ton écarte les homographies impropres, on voit que la valeur 
de l'une des variables est déterminée par l'équation d'homographie 
quand on se donne l'autre et qu'à deux valeurs distinctes d'une 
variable correspondent deux valeurs distinctes de l'autre : afin d'éviter 
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les exceptions résultant de la discontinuité, il est commode de dire, 
lorsque A. n'est pas nul, que la valeur oo de y correspond à la va- 
leur — — de :f, que la valeur — — de jk correspond à la valeur x de x. 

Les valeurs de l'une ou de l'autre des variables qui correspondenl à 
la valeur infinie de l'autre sont égales dans le cas d'une relation invo- 
lutive et seulement dans ce cas. Lorsque A est nul, les valeurs corres- 
pondantes de x, y deviennent infinies en même temps. De même, 
lorsque D est nul, les valeurs correspondantes de x^ y deviennent 
nulles en même temps. 

Si la variable z est une fonction homographique de la variable i% 
si cette variable y est une fonction homographique de x^ à chaque 
valeur de x correspond une valeur de y^ à celle-là une valeur de v, 
qui ainsi correspond à la valeur de x. La variable z est une fonction 
homographique de x^ car des égalités 

_ ar-hfi _ ax-\-h 

résulte l'égalité 

ax -\- b - 
_ a'x-^b' ^ __ (oia -h ^a')x-h ab -h ^b' 



,a.r-^b ^, ' {a'a -h p' a')x ^ oi'b -^ ^' b" 



a -; TT-^p 



on n'a pas à craindre que la dernière homographie soit impropre 
lorsque les deux homographies proposées sont propres, puisque, alors, 
à deux valeurs distinctes de x correspondent deux valeurs distinctes 
dey, auxquelles correspondent deux valeurs distinctes de z. 

On peut dire encore que deux variables sont liées homographiqiie- 
ment entre elles quand chacune d'elles est liée homographiquenienl 
à une troisième : ainsi, dans la démonstration précédente, les va- 
riables X et z sont liées homographiquement entre elles, parce 
qu'elles sont liées homographiquement ky. 

Plus généralement, si chacune des variables Xftj x„_i, ...,j:2, x, 
est une fonction homographique (propre) de celle qui la suit, la 
première Xn est une fonction homographique (propre) de Xi. Le 
théorème général résulte évidemment de celui qu'on a démontré. 

Un cas particulier est le suivant : si deux variables sont des fonc- 
tions homographiques de deux variables qui sont liées homographi- 
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quement, les deux premières variables sont elles-même liées homo- 
graphiquement. 
Lorsque dans Téqualion d'homo^aphie 

A xy -h B jr H- Ç/ -h D = o, 
on suppose x^=y^ on obtient l'équation du second degré 

Aarî-H (B -hC)a7-f-D = o, 

dont les racines s'appellent les éléments doubles de rhomographie. 

Lorsque A est nul, il n'y a plus qu'un élément double, qui disparaît 
lui-même si B + Cest nul ainsi que A, auquel cas la différence x — y 
est constante. Conformément à des propriétés bien connues des 
équations du second et du premier degré, on dit, lorsque A est nul, 
qu'un des éléments doubles est infini, lorsque A et B + G sont nuls 
que les deux éléments doubles sont infinis. 

Supposons que les racines de l'équation du second degré soient 
réelles et distinctes; désignons-les par a, P; soient x, x' deux valeurs 
de la première variable, y, j^' les valeurs correspondantes de la seconde : 
le rapport anharmonique des quatre nombres x, x' ^ a, j3 doit être 
égal au rapport anharmonique des quatre nombres y^ y^ ol^ ^: c'est- 
à-dire qu'on doit avoir 



ou encore 



X — a 


X — a y — a. 


r — a 


ar-y 


•x'-fJ-^-Jl 


■ y-'fi 


X — a 


y — a x' — a_ 


y' — a 



cette relation doit subsister en laissant x\ y' constants et en faisant 
varier les nombres x^ y, que l'on suppose toujours vérifier l'équation 
d'homographie; d'où la conclusion suivante : 

Le rapport anharmonique de deux nombres correspondants et des 
deux éléments doubles est constant. 
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EXERCICES. 



61. On donne une sphère, un diamètre de cette sphère et un point M sur ce 
diamètre. On mène un plan perpendiculaire au diamètre qui renconlro la 
sphère suivant un cercle (C). Soient V le volume de la plus petite des deux 
parties dans lesquelles la sphère est décomposée par le plan sécant et V le 
volume du cône ayant le point M pour sommet et le cercle (G) pour base: on 

V 

demande la limite vers laquelle tend le rapport ^ quand le plan sécant tend 

à devenir tangent à la sphère. 

62. Décomposer en éléments simples les fractions 

(i — aar)(i — bx) {x — i/'(a? — -à) {x — i)^{x — -i)* jr< 



x''(i—x) {x — ay'(x--b) 

■a^ b désignent des constantes. 

Dans les deux dernières, n désigne un nombre naturel quelconque. 

63. Démontrer Tidentité 

1.2... 71 c;» cy G? , g;; 



x(x -hJ), * .{x •+■ n) X ar-f-i x -h i ^ x -h n 

Écrire explicitement cette identité pour n = i, 2 et en déduire les formules 
I r T I 

1 :; H-...H ; =1 , 

1.2 2 . j n{n -^i) /i -h I 

II III 

-f- 



1.2.3 2.3.4 /l(/l-+- I) (/l -h 2) 4 2(/n-i;(/i -+-2) 

4)11 n désigne un nombre naturel. 

64. Si a, p, ...,X sont des nombres naturels impairs et A, B, ..., L des 
nombres positifs, l'expression 

\ B L 



ix — ay ^ (x — b)P {x—l)^ 

xlécroît quand x croît, dans tout intervalle qui ne contient aucun des 
jiombres a, 6, ...,/. 
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Il en est de même, plus généralement» de l'expression (n° 63) 

'•.(:^„)*^'(x-b)*---'(F^,). 

si Pa(^)} ^6(^)7 •••) ^f{^) désignent des polynômes en z, sans terme con- 
stant, ne contenant que des termes de degré impair, à coefGcients positifs. 

65. On suppose que dans la fraction 



/(x) et ^(x) désignent deux polynômes en x qui ne contiennent que des 
termes de degré pair, et qu*aucun de ces polynômes ne s'annule pour x = a. 
Montrer que, si la partie de la fraction qui devient infinie quand x tend vers a 
est 

— - — + — ^ — +...+ _^, 

{x — a)'* {x — a)'»-* X — a 

la partie qui devient infinie quand x tend vers — a est 

(_,)«[ ^ ^ H..,-H(—|)/i-i ^» ]> 

66. Décomposer en éléments simples l'expression 

/ A B c y, 

\ a? — a X — b X — c/ ' 

en regardant les nombres a, 6, c comme donnés, déterminer les constantes A, 
B, G de manière que, parmi les fractions simples, il n'y en ait aucune dont le 
dénominateur soit du premier degré. 

67. Si a est une racine simple du polynôme ^{x) qui n'annule pas le poly- 
nôme /(ar), la partie de la fraction p*^ .^ qui devient infinie quand x tend 
vers a est 

/(g) f /Xa)y^(a)-/(a)y^a) 1 

[?'(a)J* {x — aS^ [?'(«)]' a? — a' 

en désignant par f\x) la dérivée de /(x), par ^\x)^ ?'(^) les dérivées pre- 
mière et seconde de <p(iF). 

68. Si l'on suppose <p(a?) = (a7 — a)(a:— 6) . . . (j7 — /), les nombres a, j 
6, ..., / étant différents, la condition pour que la formule de décomposition I 

en éléments simples de la fraction r^ rr ne contienne aucune fraction simple 

^ [?(^)]' ^ î 

T. i3 I 

i 
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dont le dénominateur soit du premier degré est que le polynôme 

f'{x)^'(x)^f{x)f^''{x) 

soit divisible par ^{x), 

69. Déterminer un polynôme g{x) du troisième degré au plus qui, pour les 
valeurs données a, b de la variable, prenne des valeurs données A et B, tandis 
que sa dérivée prend les valeurs aussi données A' et B'. 

La solution résulte immédiatement de la formule 

g{x) ^ g{a) 1 ^ g'{a){a — b)—ig{a) \ 

(ar — a)»(a7 — 6)* (a — ^;* (j: — a)« (a— 6)» a? — a 

_^ g{b) i__ g\b)(a^b)-^ig{b) I 

"^ (a— 6)* (J7 — 6)« {a — by x — b 

Généraliser le problème posé et sa solution. 

70. En supposant que les n-^p nombres 

ai, aj, ..., a,4, ai, ai, ..., a^ 

soient distincts et en posant 

/( a: ) = ( ar — a 1 ) ( a: — a j ) . . . ( a- — a „ ) , 
(p(ar) = (ar — ai ;(a7 — «î ) • • • (^ — «P )» 

montrer qu'il existe un système de polynômes F(x) et <l>(a7), et un seul, dont 
le premier soit de degré inférieur à n et le second de degré inférieur à j9, tels 
que l'on ait identiquement 

F(a7)<p(ar)-h*(ar)/(x)=i; 
montrer qu'on peut obtenir ces polynômes en décomposant la fraction • 



Ax)^{x) 
en fractions simples. 

71. En regardant x, ai, a^, ai, a^ comme des variables et en posant 

/(J7) = (a7 — ai)(a: — aj), <?(a7) = (a7 — ai)(a: — a,), 
A=(ai — a,)(ai— a,)(a, — ai)(aj— aj), 

il existe des polynômes F(a7), ^(a?), en x, ai, aj, ai, aj, du premier degré 
en 07, tels que l'on ait identiquement, en ar, ai, a^, ai, ax, 

F(ar)<p(a:)-f- ^{x)/{x) = A. 

Cet énoncé se généralise facilement : la démonstration générale peut se 
faire au moyen de l'exercice précédent et d'une identité établie au n** 68. 



DBS FRACTIONS RATIONNELLES. IQD 

72. ConsidéroDS réquation 

(ajr -^ a')x*-{-(by -i- b')x -h cjr-{- c' := o; 

à chaque valeur x' de x correspond une valeur y' de y telle que Téquation 
<oil vérifiée pour j? = ar', jr = y' \ réciproquement, si l'on donne à ^ la va- 
leur y, réquation du second degré en x admet la racine x' et une seconde 
racine x' que Ton peut faire correspondre à x'. Montrer qu'il y a une relation 
involutive Xx'x^-^ B(j:'-h a:')-T- C = o entre x' et ar*. Exprimer A, B, C au 
moyen de a, b, c, a\ b', c'. 



CHAPITRE V. 

PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 



§ 1. - DÉFINITION ET RECHERCHE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 

70. Sauf dans le n" 81, les polynômes que Ton considérera dans le 
prcsenl Chapitre seront des polynômes à une seule variable, que Ton 
désignera habituellement par x. 

La recherche des polynômes qui divisent exactement un polynôme, 
ou, comme on dit, la recherche des diviseurs d'un polynôme est un 
des problèmes les plus importants de l'Algèbre : en particulier, la 
recherche des diviseurs du premier degré revient à la recherche des 
racines de ce polynôme (n"* 37, 38). 

Si cette dernière recherche est difficile, il est au contraire aisé de 
ramener la recherche des diviseurs communs à plusieurs polynômes 
donnés, c'est-à-dire des polynômes qui divisent à la fois ces polynômes 
donnés, à la recherche des diviseurs d'un seul polynôme, auquel on 
donne le nom de plus grand commun diviseur des polynômes 
donnés. 

On est ainsi conduit à une théorie toute pareille à celle que l'on 
fait en Arithmétique, sur le plus grand commun diviseur de deux ou 
plusieurs nombres entiers donnés, théorie qui, comme on sait, con- 
duit naturellement à des propositions capitales concernant la divisi- 
bilité. Il en sera de même en Algèbre. 

Il est clair que, si le polynôme B est un diviseur du polynôme A, 
le polynôme B multiplié par une constante quelconque non nulle 
sera encore un diviseur de A; on ne distinguera pas, dans ce qui suit, 
entre deux pareils diviseurs, qui ne diffèrent que par un facteur 
constant : ils seront regardés comme le même diviseur. 
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71. Occupons-nous maintenant de la recherche des diviseurs com- 
muns à deux polynômes donnés A et B, pour prouver que ces divi- 
seurs sont les mêmes que ceux d'un certain polynôme. 

Si B divise A, en sorte que Ton ait A = BQ, en désignant par Q 
un polynôme en j?, il est clair que tout polynôme qui divise B 
divise BQ ou A; en sorte que les diviseurs communs à A et à B sont 
les mêmes que les diviseurs de B ; tout est ramené à la recherche des 
diviseurs de B. 

Si B ne divise pas A et est d'un degré inférieur ou égal au degré 
de A, la division de A par B, au sens du n** ol, conduit à une identité 
de la forme A = BQ -+- R, où Q est le quotient et R le reste, de 
degré inférieur au degré de B. 

Les diviseurs communs à \et à^ sont les mêmes que les divi- 
seurs communs à B et à R. 

En effet tout diviseur de A et de B est un diviseur de A et de BQ, 
donc un diviseur de A — BQ ou de R; tout diviseur de B et de R est 
un diviseur de BQ et de R, donc un diviseur de BQ -{- R ou de A. 
Les diviseurs communs à A et à B sont communs à B et à R; les divi- 
seurs communs à B et à R sont communs à A et à B; les diviseurs 
communs à A et à B sont les mêmes polynômes que les diviseurs 
communs à B et à R. 

Le problème est ramené à un problème plus simple, puisque R est 
de degré inférieur au degré de B et, par suite, au degré de A. 

Si R ne divise pas B, la recherche des diviseurs communs à R et 
à B se ramène de même à la recherche des diviseurs communs à R et 
au reste R| de la division de B par R; celle-ci, lorsque R| ne divise 
pas R, se ramène à la recherche des diviseurs communs à R| et au 
reste R^ de la division de R par R|, et ainsi de suite. 

Si R divise B, les diviseurs communs à B et à R et, par suite, les 
diviseurs communs à A et à B, sont les mêmes que les diviseurs de R; 
si c'était R, qui divisât R, les diviseurs communs à R| et à R, les divi- 
seurs communs à R età B, les diviseurs communs à B et à A, seraient 
les mêmes que les diviseurs deR| ; d'une façon générale, dès que l'on 
trouve un reste R,, qui divise le reste précédent R,i_i, l'opération est 
terminée : les diviseurs communs à A et à B sont les mêmes poly- 
nômes que les diviseurs de R„. 

On finit d'ailleurs par trouver un reste R« qui divise le précédent, 



j 
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puisque les degrés des polynômes B, R, R| , Ro, . . . vont en dirainuanl 
au moins d'une unité à chaque fois; il est impossible qu'on puisse 
faire plus de divisions qu'il y a d'unités dans le degré de B : le degré 
d'un reste ne peut tomber au-dessous de o; ou bien on trouvera un 
reste, contenant effectivement x^ qui divisera le précédent; ou bien 
on arrivera à un reste constant, non nul, dont on peut dire qu'il 
divise exactement le précédent; dans ce cas, les polynômes qui 
divisent à la fois A et B, devant diviser une constante, ne peuvent être 
eux-mêmes que des constantes ; à proprement parler, A et B n'ont pas 
de diviseurs communs, on dit qu'ils soni premiers entre eux. 

Dans tous les cas, le polynôme R,/, le premier reste qui divise le 
reste précédent, jouit de la propriété annoncée : les diviseurs com- 
muns à A et à B sont les mêmes polynômes que les diviseurs de R». 
Il est le seul polynôme qui jouisse de cette propriété, car un autre 
polynôme S, qui jouirait de cette propriété, devrait diviser R„ et être 
divisible par R,,; il ne pourrait être d'un degré supérieur au degré 
de R,|, ni de degré inférieur; il serait de même degré; le quotient 
de la division de S par R,, se réduirait à une constante, S serait 
identique à R„, à un facteur constant près. 

Tout polynôme qui divise A et B devant diviser R,, est au j)lus du 
même degré que R,, ; s'il est du même degré que R,,, il lui est iden- 
tique à un facteur constant près. 

Le polynôme R„, trouvé par la méthode précédente, est le poly- 
nôme du plus haut degré possible qui divise A et B ; c'est pour cette 
raison qu'on l'appelle le plus f^rand commun diviseur de A et de B. 

Pour trouver le plus grand commun diviseur de deux polynômes 
donnés A, B, dont le premier est de degré au moins égal au degré 
de B, on divise le premier par le second, puis le second par le reste 
obtenu dans la première division, puis ce reste par le reste de la deu- 
xième division, puis le reste de la deuxième division par le reste de 
la troisième, et ainsi de suite : le premier des restes qui divise le 
reste précédent est le plus grand commun diviseur des deux poly- 
nômes proposés. Lorsque les deux polynômes A, B sont premiers 
entre eux, leur plus grand commun diviseur est une constante quel- 
conque, non nulle. On choisit d'ordinaire cette constante égale à i. 

72. La remarque suivante, qui concerne la nature des coefficients 
du plus grand commun diviseur de deux polynômes A, B, est, dans 
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certaines parties de l'Algèbre, d'une importance capitale : dans une 
division, les coefficients, soit du quotient, soit du reste, se déduisent 
des coefficients du dividende el du diviseur par des combinaisons 
d'additions, soustractions, multiplications, divisions effectuées soit 
sur les coefficients, soit sur les résultats d'opérations de la même 
nature déjà effectuées sur ces coefficients; il en sera de même des 
coefficients du plus grand commun diviseur, qui n'est que le dernier 
des restes d'une suite de divisions : c'est ce qu'on exprime en disant 
que les coefficients du plus grand commun diviseur sont composés 
rationnellement avec les coefficients des polynômes donnés, parce 
que les opérations précédemment énumérées sont qualifiées de ration- 
nelles, par opposition à celles des opérations qui ne peuvent pas se 
réduire à une suite d'additions, de soustractions, de multiplications 
et de divisions, en nombre fini. 

Par exemple, si les coefficients des polynômes A, B sont des 
nombres rationnels, il en sera de même des coefficients du plus 
grand commun diviseur. Si, en particulier, celui-ci est du premier 
degré, c'est que les deux polynômes A, B auront une racine commune, 
qui sera un nombre rationnel : on obtiendra cette racine par la réso- 
lution de l'équation du premier degré obtenue en égalant à o le plus 
grand commun diviseur. 

Si les coefficients des polynômes A, B sont des nombres irrationnels 
de la forme a -|- p y/2, où a, ^ sont des nombres rationnels, les coeffi- 
cients du plus grand commun diviseur sont aussi de la même forme; 
puisqu'il en est évidemment ainsi des nombres obtenus en ajoutant, 
retranchant, multipliant des nombres de la forme précédente, ou 
encore en divisant deux pareils nombres : on a, en effet, 

g -f- P y/I ^ (g -f- P /;) (g^— fiV'7) 
a'-4-pVâ g'*— îiP'î 

73. L'opération décrite au numéro précédent peut être un peu 
simplifiée par la remarque suivante : dans chaque division, c'est le 
reste, non le quotient, qui importe ; il n'y a pas d'inconvénient 
à fausser le quotient. D'autre part, quand on multiplie le dividende 
d'une division par une constante, sans toucher au diviseur, on multi- 
plie le quotient et le reste par ce facteur constant. Cette remarque est 
utile si l'on veut éviter les dénominateurs dans les coefficients du 
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quotient et du reste (n° So, note); on peut rutîHscr au cours d'une 
division, et multiplier, ou diviser un reste partiel par un facteur 
constant, quitte à fausser le quotient. 

Si, toutefois, on veut conserver aux coefficients du plus grand 
commun diviseur la propriété établie au numéro précédent, il importe 
de n'employer comme multiplicateurs que des nombres qui soient 
composés rationnellement avec les coefficients des polynômes pro- 
posés. 

Les calculs pour la recherche du plus grand commun diviseur entre les poly- 
nômes 

2 a?* — 8j7'-+- ga:*— ^x-h i, a?*— 3x* — 2X*— ix -^ 8 

sont faits ci-dessous tout au long; en suivant ces calculs, le lecteur reconnaîtra 
qu'on a faussé les quotients, en multipliant ou divisant certains restes par des 
facteurs numériques. 



— 2a*H-6ar»-~4a:»-4- Sx — iù 
— 2a:' -4- 5x^-h ^x — 12 

2a;*— 6a75-+- 4ar' — 8ar-|-i6 
— 2a:*-h5a7*-H 4^' — i^ar 

— ar'-t- 83"* — 2oa?-i-i6 

— 2a7»-h i6a7* — ^ox-h 32 
-f-2a?» — 5a:* — ^x ->t- yjL 

lia?» — 44^-+- 44 
ar*— 4a7+ 4 

2a7» — 5ar*-+- ^x-\'\i 
— 2a?»-h8a7* — 8a7 

Sa?' — I2a?-i- 12 
— 3a?* -h i2a? — 12 



a:*— 3a?'-h2a?« — 4ar-4-8 



'iX^ — \x -\- \7. 



■4^-+-4 



2a7 4- 3 



Le plus grand commun diviseur cherché est a?' — 4^ + 4 = (a? — 2)*. 
Dans Texemple suivant, relatif au plus grand commun diviseur entre les 
polynômes a?» H- pa? H- ç, 3a;'-f-/?, les divisions sont faites régulièrement : on 
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suppose /7 diiïérent de o. 



_x»-^ 



x^-h px + q 

F 

'ipx 



3ar«4-/> 



3x« 



— 3a-« 


2/> 








2/> 


P 






'>.p 


277» 








4yD»-f-27 


^^ 






4/>* 





2D 



3, ^7y 

2p 4/»* 



Si le nombre 4/>'-+-27^'n*est pas nul, les deux polynômes sont premiers entre 

eux; s'il est nul, leur plus grand commun diviseur est -f-a: -f-^. Si p était 

nul, il est manifeste que les deux polynômes proposés ne pourraient avoir de 
diviseur commun que si q était nul ; dans ce cas le diviseur commun sei-ait x^ : 
la condition nécessaire et suffîsante pour que les deux polynômes aient un 
diviseur commun dépendant de x est ^p^-\- 27^'= o. 

Soit encore à chercher le plus grand commun diviseur de ar* — i et de arP — i ; 
on sait trouver le reste de la division de x^ — 1 par arP— 1 ; en appliquant la 
régie donnée au n* 3i, on voit de suite qu'on est conduit à faire sur les 
nombres naturels a, ^ les opérations relatives à la recherche du plus grand 
commun diviseur de ces deux nombres, au sens de l'Arithmétique. Si 6 est ce 
plus grand commun diviseur, x^ — i est le plus grand commun diviseur algé- 
brique de ar* — i et de arP — i. 

74. Si Ton considère trois polynômes A, B, C, on peut, dans la 
recherche des communs diviseurs à ces polynômes, remplacer deux 
d'entre eux, A et B par exemple, par leur plus grand commun divi- 
seur A; les diviseurs communs à A, B, C seront les mêmes que les 
diviseurs communs aux polynômes A, C, puisque les diviseurs 
communs à A, B sont les mêmes que les diviseurs de A; les diviseurs 
communs à A, C sont les mêmes que les diviseurs du plus grand 
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commun diviseur A' de A et de G; les diviseurs communs à A, B, C 
seront donc les mêmes que les diviseurs de A'; il y a donc un poly- 
nôme A' dont les diviseurs sont les mêmes que les diviseurs communs 
à A, B, C; ce polynôme, évidemment unique d'après les raisonne- 
ments précédents, est, par définition, le plus grand commun diviseur 
des polynômes A, B, G. 

Du cas de trois polynômes, on passe à celui de quatre, cinq, etc. 
Etant donnés des polynômes A, B, . . ., L en nombre quelconque, il 
existe un polynôme (leur plus grand commun diviseur) tel que les di- 
viseurs de ces polynômes soient les mêmes que les diviseurs de ce 
plus grand commun diviseur. 

Pour l'obtenir on peut remplacer tels des polynômes donnés que 
l'on veut par leur plus grand commun diviseur A, et chercher ensuite 
le plus grand commun diviseur de A et des polynômes que l'on a 
laissés de côté. Comme on sait trouver le plus grand commun divi- 
seur de deux polynômes, on sait trouver le plus grand commun divi- 
seur de trois, quatre, etc., polynômes. 

Quand le plus grand commun diviseur des polynômes A, B, ...,L 
est une constante (l'unité si l'on veut), on dit que ces polynômes sont 
premiers entre eux, dans leur ensemble. On dit qu'ils sont premiers 
deux à deux, quand chacun des polynômes est premier à chacun des 
autres. 



§ 2. — PROPRIÉTÉS DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. DIVISIBILITÉ. 

73. Si A est le plus grand commun diviseur des polynômes A, B, 
et si C est un polynôme quelconque, le plus grand commun divi- 
seur des polynômes AG et BG est AG. 

La proposition est évidente si B divise A; dans le cas contraire, re- 
prenons les notations du n**71 ; et supposons que les restes successifs, 
dans l'opération du plus grand commun diviseur, soient R, Rj, ...,Rrt, 
le dernier reste R,i étant le plus grand commun diviseur. Le reste de 
la division de AG par BG sera RG (n"o2); le reste de la division 
de BG par RG seraRiG, etc.; tous les restes sont multipliés par G, 
le dernier reste R,/G sera le plus grand commun diviseur de AG 
et de BG. 
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5/ A est le plus grand commun diviseur des polynômes A, B, 
« C est un polynôme qui divise à la fois A et B, et si l^on désigne 
par A' et B' les quotients de la division de A et B par C, le poly- 
nome A sera divisible par G, et le quotient A' sera le plus grand 
commun diviseur entre A' et B'. 

Conservons en effet les même notations, pour ce qui concerne les 
polynômes A, B; R sera divisible par C (n" o2) et le quotient R' sera 
le reste de la. division de A' par B'; B et R étant divisibles par G, 
R, sera divisible par G, et le quotient R', sera le reste de la division 
de B' par R', etc., tous les restes seront divisés par C, le dernier 
reste R^ sera comme les précédents divisible par G et le quotient R^ 
sera le dernier reste dans la recherche du plus grand commun divi- 
seur de A' et de B'; c'est ce qu'il fallait établir. 

On énonce ces deux propositions sous une forme un peu abrégée 
en disant : 

Quand on multiplie ou que Von divise deux polynômes par un 
troisième, le plus grand commun diviseur des deux premiers po- 
lynômes est multiplié ou divisé par ce troisième polynôme. 

Ce théorème s'étend de suite à un nombre quelconque de poly- 
nômes. 

En particulier les quotients de deux ou plusieurs polynômes par 
leur plus grand commun diviseur sont premiers entre eux, puisque 
le plus grand commun diviseur de ces quotients est i . 

Si les polynômes A, B, G, ... sont premiers entre eux, les produits 
(le ces deux polynômes par un polynôme P ont ce polynôme P pour 
plus grand commun diviseur. En effet, puisque les polynômes A, B, 
C, . . . sont premiers entre eux, leur plus grand commun diviseur 
est I, le plus grand commun diviseur des polynômes AP, BP, GP, . . . 
est donc P. 

76. Si G est un polynôme premier au polynôme B, le plus 
grand commun diviseur des deux polynômes A et B est le même 
que le plus grand commun diviseur des polynômes AC et B : En 
d'autres termes, on ne change pas le plus grand commun diviseur 
de deux polynômes en multipliant l'un d'eux par un polynôme 
premier à l'autre. 
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Soient en effel A le plus grand commun diviseur de A et de B, 
A' le plus grand commun diviseur de AC et de B ; il faut prouver que X 
est le même polynôme que A'; or A, divisant A et B, par suite AC el B, 
divise leur plus grand commun diviseur A'; il suffit donc de prouver 
que A' divise A, c'est-à-dire A et B. On sait déjà qu'il divise B; il 
suffit de prouver qu'il divise \ : on y arrive en faisant intervenir l'hy- 
pothèse d'après laquelle C est premier à B, en sorte que B et C ont i 
pour plus grand commun diviseur : AB et AC ont donc A pour plus 
grand commun diviseur : A' qui divise AC et B, donc VC et AB, divise 
leur plus grand commun diviseur A. 

Le plus grand commun diviseur de VC et de B étant le même que 
le plus grand commun diviseur de A et de B, on peut dire encore : 

On ne change pas le plus grand commun diviseur de deux poly- 
nômes quand on divise l'un d'eux par un polynôme premier à 
Vautre : il est sous-entendu que la division se fait exactement. 

77. Le théorème du numéro précédent contient deux cas particu- 
liers importants, celui où B divise AC el se trouve ainsi être le plus 
grand commun diviseur de AC et de B el celui où B est premier à V. 

Dans le premier cas, B étant le plus grand commun diviseur de AG 
et de B, qui est le même que celui de A et de B, doit diviser \. 

En d'autres termes : 

Si un polynôme B divise le produit \C de deux polynômes A, C 
et sUl est premier avec l'un d'eux C, il divise Vautre A. 

Dans le second cas, B étant premier à A, le plus grand commun 
diviseur des deux polynômes AC et B est i, comme celui des poly- 
nômes A et B. En d'autres termes : 

Si les deux polynômes A et C sont premiers au polynôme B, // 
en est de même de leur produit. 

Ce dernier théorème s'étend immédiatement : si un polynôme P 
est premier aux polynômes Q, Qi, Q2, ..., Qw, il est premier au pro- 
duit QQi Q2...Q/1; car étant premier à Q et à Q», il est premier au 
produit QQi ; étant premier aux polynômes QQi et Qj il est premier 
à leur produit QQiQa, puis au produit QQ1Q2Q3, ..., au produit 
QQiQa-'.Qrt •* si chacun des polynômes P, P|, P:», ..., P,« est pre- 
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mîer à chacun des polynômes Q, Qi, Qa, ..., Q,,, le produit PP,..,P;,, 
est premier au produit QQiQa.-.Q//, puisque ce dernier produit^ 
étant premier à chacun des polynômes P, P|, P2, ..., P/«, est premier 
à leur produit PP, P^ . . .P,/|. 

En particulier, si les polynômes P, Q sont premiers entre eux, il 
en est de même de P'" et de Q", en désignant par m, n des nombres 
naturels. 

78. Plus petit commun multiple. — Le lecteur n'a pas manqué de 
reconnaître l'identité de ces raisonnements avec ceux de TArithmé- 
tique. Je me contente de signaler les théorèmes suivants dont la dé- 
monstration peut encore se copier sur celle des propositions analogues 
de FArithmétique. 

Si un polynôme P est divisible séparément par deux ou plusieurs 
poljnomes premiers entre eux deux à deux, il est divisible par leur 
produit. 

SI les polynômes A, B, ..., L sont premiers entre eux deux à deux, 
tout polynôme divisible par chacun de ces polynômes, ou, comme on 
dit, tout multiple commun de ces polynômes est, d'après ce que l'on 
vient de dire, un multiple de leur produit. On peut dire encore 
que les multiples communs des polynômes A, B, C, ..., L sont les 
mêmes que les multiples du polynôme produit ABC ...L. 

Quels que soient les polynômes A, B, ..., L, il existe un poly- 
nôme M tel que les multiples communs des polynômes A, B, ..., L 
soient les mêmes que les multiples de M. En d'autres termes, les 
polynômes divisibles à la fois par A, B, ..., L sont les mêmes que les 
polynômes divisibles par M; ce polynôme s'appelle le plus petit 
commun mu/tiple des polynômes A, B, C, . .., L; à supposer qu'il 
existe, ce polynôme M est évidemment seul à jouir de la propriété 
qui le définit : car, si un autre polynôme M' jouissait de la propriété 
qui définit M, M' devrait être divisible par M et M par M'. 

Pour établir Texistence du plus petit couunun multiple, on pro- 
cède encore comme en Arithmétique : 

On établit cette existence dans le cas de deux polynômes A, B, et 
l'on prouve, en désignant par A leur plus grand commun diviseur, que 
les multiples communs de A, B sont les mêmes que les multiples du 

A TK 

polynôme -— qui, ainsi, est le plus petit commun multiple de A, B., 
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Les communs multiples de trois polynômes A, B, C sont les mêmes 

AB 
que les multiples communs de — et de C, ou que les multiples du 

plus petit commun multiple de ces deux derniers polynômes; on 
continue ainsi. Au reste, en général, on peut, dans la recherche du 
plus petit commun multiple de plusieurs polynômes, remplacer tels 
polynômes que Ton veut par leur plus petit commun multiple. 

79. Fractions rationnelles. — .r ajoute quelques mots concernant 
les fractions dont les termes sont des polynômes en x. 

A A' 
Deux fractions rationnelles en x^ r ^^ ïp' ^^^^ dites identiques 

lorsqu'elles prennent les mêmes valeurs pour toutes les valeurs de x 
qui n'annulent pas B ou B'; l'égalité AB'= A'B devant alors avoir 
lieu pour une infinité de valeurs de x, doit être une identité (n°33) : 
qu'il en soit ainsi, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que 
les deux fractions proposées soient identiques. 

Une fraction r^> rationnelle en x, est dite irréductible, si les deux 

polynômes A, B sont premiers entre eux. 

On peut toujours remplacer une fraction rationnelle par une frac- 
tion irréductible qui lui soit identique, en di\isant le numérateur cl 
le dénominateur parleur plus grand commmun diviseur. Une fraction 
rationnelle en x ne peut être identique à une fraction irréductible que 
si ses termes se déduisent respectivement des termes de cetle dernière 
«n les multipliant par un même polynôme. 

La théorie de la réduction au même dénominateur de deux ou plu- 
sieurs fractions rationnelles se transporte, à peu près sans change- 
ment, de l'Arithmétique à l'Algèbre. 

80. Polynômes premiers. — Pour continuer une théorie de la di\i- 
«ibilité parallèle à celle que l'on développe en Arithmétique, il serait 
nécessaire d'introduire la notion qui correspond à celle du nombre 
premier absolu; toutefois, cette généralisation, si naturelle qu'elle 
soit, comporte quelques difficultés. 

S'il est, en edet, facile, au moyen d'un nombre fini d'opéralious, 
■de reconnaître si un nombre entier est ou non décomposable en fac- 
teurs, la recherche de la décomposition d'un polynôme en un produit 
de facteurs est beaucoup moins aisée : On peut'd'ailleurs diriger celte 
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recherche dans des sens très difl'érents suivant la nature des nombres 
que Ton admet comme pouvant être les coefficients des polynômes 
diviseurs. On touche ici à un ordre d^^idées qui a donné lieu à des 
développements considérables et dont je ne puis dire qu'un mot. 

Supposons par exemple que l'on considère un polynomte en x^ à 
coefficients rationnels : on peut convenir de dire que ce polynôme est 
premier s'il n'admet pas de diviseurs à coefficients rationnels. Le po- 
lynôme j?- — 24? — I , dans ces conditions, serait un polynôme premier. 

11 y a toute une branche de l'Algèbre, dont je ne m'occuperai pas 
ici, où l'on s'occupe de la recherche des diviseurs d'un polynôme 
donné, dont les coefficients sont composés rationnellement (n" 72) 
au moyen de nombres fixés à l'avance. 

Je me bornerai ici à indiquer Vune des significations qu'on peut 
attribuer à ces mots polynôme premier, de manière à montrer com- 
ment, en adoptant cette définition, on peut étendre la théorie de la 
divisibilité. 

Un polynôme P dont les coefficients sont des nombres réels, d'ail- 
leurs quelconques, sera dit premier, s'il n'est divisible par aucun 
polynôme de degré inférieur à lui, à coefficients réels, et ne se ré- 
duisant pas à une constante. 

Tel est évidemment un polynôme du premier degré, ou un poly- 
nôme du second degré qui n'a pas de racines réelles. On verra plus 
lard qu'il n'y a pas d'autres polynômes premiers que ces deux-là, 
dans le sens qu'on vient de dire. 

Quoi qu'il en soit, il est clair que si un polynôme A, à coefficients 
numériques réels, n'est pas premier, il admet un diviseur premier; il 
admet en effet un diviseur B de degré inférieur à lui ; si B n'est pas 
premier, B admet un diviseur C de degré inférieur à lui ; en conti- 
nuant de cette façon, puisque les degrés des polynômes A, B, C, ... 
vont en diminuant, il faudra qu'on parvienne à un diviseur premier. 

La détermination, exacte ou approchée, de ces diviseurs premiers 
est un problème qui nous occupera ultérieurement. Quoi qu'il en 
soit, il est clair qu'un polynôme qui n'est pas premier peut se dé- 
composer en un produit de polynômes premiers. La décomposition 
ne peut se faire que d'une seule façon si l'on convient, comme on l'a 
fait déjà, de ne pas distinguer entre deux diviseurs qui ne diffèrent 
que par un facteur numérique. 

La démonstration est la même qu'en Arithmétique et repose sur ce 
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fait qu'un polynôme premier est premier à tout polynôme qu'il ne 
divise pas et ne peut par conséquent diviser un produit de plusieurs 
polynômes sans diviser l'un d'eux. 

Lorsque deux polynômes A, B sont décomposés en facteurs pre- 
miers, on sait reconnaître immédiatement si l'un est divisible par 
l'autre, ou non. 

Les règles que l'on donne en Arithmétique pour la composition 
du plus grand commun diviseur ou du plus petit commun multiple 
de deux ou plusieurs nombres décomposés en facteurs premiers 
s'étendent évidemment à l'Algèbre. 



§ 3. — POLYNOMES A PLUSIEURS VARIABLES. 

81. Je joindrai à ce qui précède quelques indications rapides sur la façon 
dont la théorie de la divisibilité s'étend aux polynômes à deux variables j", /. 

On a expliqué au n" 58 comment on pouvait reconnaître si un polynome/(:r, /) 
à deux variables était ou non divisible par un autre polynôme g(x^ y) à deux 
variables. Les propositions qui suivent sont évidentes. 

Si le polynôme /(a?, y) est divisible par le polynôme g{x^ y), il en sera de 
même du produit du polynôme /(ar, y) par un polynôme quelconque en x^r. 
Si deux polynômes /(j:, y),fi(x^ y) sont divisibles par le polynôme g(x^y). 
il en est de même de leur somme, ou de leur différence. 

Convenons de dire qu'un polynôme à deux variables a?, y^ ordonné par rap- 
port aux puissances de^, e&t primitif {^)^ quand les polynômes en j", coeffi- 
cients (*) des diverses puissances i\e y dans ce polynôme ainsi ordonné, sont 
premiers entre eux dans leur ensemble. Puisqu'on sait trouver le plus graad 
commun diviseur de plusieurs polynômes, on sait reconnaître si un polynôme 
donné en x^y est primitif ou non, et, lorsqu'il n'est pas primitif, le mettre sous 
la forme d'un polynôme primitif, multiplié par un certain polynôme en x, qui 
n'est autre que le plus grand commun diviseur des coeffîcients des diverses 
puissances de^ dans le polynôme proposé. 

Ceci posé, on montrera, comme au n" 55, que le produit de deux polynômes 
en ar, y ordonnés suivant les puissances de y^ et que Ton ordonne lui-même 
suivant ces puissances, est primitif, ou non, suivant que les deux facteurs 
proposés sont, ou non, primitifs tous les deux. Dans le cas où ces deuxpoly- 



( *) Ce mot a été employé dans un autre sens au n" 55. Les polynômes en x tiennent 
ici le même rôle que tenaient alors les nombres entiers. 

(') Parmi ces coefficients, il faut ranger le terme indépendant de^, le coefficient 
de ^, si l'on veut. Il m'arrivera de dire, dans le même sens, les coefficients du po- 
lynôme en y : il est bien entendu que ces coefficients sont, à la vérité, des polynômes 
en X. 
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nomes ne sont pas primitifs, le plus grand commun diviseur des coefficients 
des puissances de^, dans le polynôme produit, est le produit des plus grands 
communs diviseurs des coefficients dans le premier facteur par le plus grand 
commun diviseur des coefficients dans le second. 

La démonstration, en effet, repose uniquement sur des notions et proposi- 
tions qui ont été transportées de la théorie des nombres entiers à celle des 
polynômes en x. Parmi ces notions figure la notion de polynôme />/'e/w/e/', 
que l'on entendra comme au n" 80. 

Celte proposition une fois établie, les conséquences s'en dérouleront comme 
au n" 00. Je me contente de les énoncer. 

Soient A, B des polynômes en t^ y ordonnés par rapport aux puissances 
de 7, et regardés comme des polynômes eu y^ dont les coefficients sont des 
polynômes en x. 

Soient A = aA', B = 6B'. en désignant par A', B' des polynômes primitifs 
et par a, b les plus grands communs diviseurs des coefficients des puissances 
de/ dans A d'une part, dans B de l'autre. Si B divise A, le polynôme a est 
divisible par le polynôme 6, le polynôme A' est divisible par le polynôme B'. 

Lorsque B est primitif, le polynôme B ne peut diviser le polynôme A sans 
diviser le polynôme primitif A'. 

Lorsque A est primitif, B ne peut diviser A sans être lui-même primitif. 

En divisant le polynôme A par le polynôme B, supposé primitif, on ne peut 
arrivera un reste nul que si les coefficients du quotient sont des polynômes 
en X (et non des fractions rationnelles irréductibles). 

Arrivons maintenant à la recherche des diviseurs communs aux polynômes A, 
B; désignons par C un tel diviseur. Posons A = a A', B = 6B', G = cC en 
conservant les notations expliquées plus haut pour A, B et en désignant par c 
le plus grand commun diviseur des coefficients de C, regardé comme un poly- 
nôme en/. C est primitif. 

Puisque cQ^ divise «A' et ^B'; c est un diviseur commun de a et de 6; C'est 
un diviseur commun de A' et de B'. 

On obtiendra donc les diviseurs communs de A et de B en multipliant un 
diviseur commun des polynômes primitifs A' et B' par un diviseur commun 
de a et de h\ puisqu'on sait former ces derniers diviseurs, la solution du pro- 
Jjlénie posé est ramenée à la recherche des diviseurs communs de deux poly- 
nômes primitifs. 

Je suppose maintenant que les polynômes A et B soient primitifs. 

Supposons que A soit, en /, de degré au moins égal au degré de B en y. 
Si B divise A, il est clair que les diviseurs communs à A et à B sont les mêmes 
que les diviseurs de B. 

Si B ne divise pas A, effectuons la division de A par B, les deux polynômes 
étant ordonnés par rapport aux puissances décroissantes de /, ou plutôt com- 
mençons, avant de faire cette division, par multiplier A par un polynôme a 
choisi de manière à éviter les coefficients fractionnaires, ainsi qu'on l'a ex- 
pliqué dans la note du n" 5j; a représentait alors un nombre, c'est mainte- 
tenant un polynôme en a:, par exeniple une puissance convenable du premier 

T. i4 
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coefficient de B. On arrivera à une identité de la forme aA = BQ -+- R, où, 
dans Q et dans R, les coefficients des puissances de y sont des polynômes 
en a;; si R n'est pas primitif, mettons-le sous la forme rR', où R' est primitif; 
on aura aA = BQ -h /'R'. 

Un polynôme en a:, y^ qui divise à la fuis A, B, est nécessairement pri- 
mitif, quand on l'a ordonné par rapport à y\ d'après l'identité précédente, il 
divise rR', et, puisqu'il est primitif, il divise R'; tout polynôme en x^ y qui 
divise A et B divise aussi B et R'; un polynôme en j*, y qui divise B et R' csl 
primitif, il divise a A, donc A; les polynômes en x, y qui divisent B et R' 
divisent aussi A et B. 

Les diviseurs communs à A et à B sont les mêmes que les diviseurs com- 
muns à B et à R'. 

Il est manifeste que, si R' ne divise pas B, on pourra continuer Topéralion 
sur les deux polynômes B et R', primitifs comme étaient A et B, et l'on prou- 
vera ainsi l'existence d'un polynôme primitif R^, tel que les diviseurs com- 
muns de A et de B soient les mêmes que ceux de R),. 

Ce sera, par définition, le plus grand commun diviseur des polynômes A 
et B, supposés primitifs. 

Si les deux polynômes A, B n'étaient pas primitifs, on les mettrait sous les 
formes A = aA', B = 6B', a et 6 étant des polynômes en J7, A' et B' des 
polynômes primitifs. En formant ensuite le produit du plus grand commun 
diviseur des deux polynômes a^ b et du plus grand commun diviseur des 
polynômes primitifs A', B', on obtiendra un polynôme dont les diviseurs sont 
les mêmes que les diviseurs communs à A et à B; ce produit sera le plus grand 
commun diviseur de ces deux derniers polynômes. 

Celte notion une fois acquise, l'extension aux polynômes à deux variables 
de toute la théorie développée dans les n"' 74, 75, .. ., 8.) se fait sans aucune 
difficulté. Et cette théorie, par voie d'induction, s'étend ensuite aux poh- 
nomes à trois, quatre, . . . variables. 



§ 4. - CONDITION POUR QUE DEUX POLYNOMES EN x SOIENT PREMIERS 
ENTRE EUX, POUR QU ILS AIENT UN DIVISEUR DE DEGRÉ £GAL OU 
SUPÉRIEUR A UN NOMBRE DONNE. 

82. Soient A, B deux polynômes en x et ^ leur plus grand 
commun diviseur : il existe deux polynômes P, Q tels que l'on ait 
identiquement 

PA -+- QB = A. 

Supposons, en effet, qu'on ait fait sur les polynômes A, B la suite de 
divisions qui conduisent au plus grand commun diviseur (n** 71); ces 



PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 211 

opérations se traduisent par la suite d'identités 

A = BQ-t-R, B = RQ,-t-Ri, ..., R„-.,= R,,>iQ„^ R„; 

R, Ri, ..., R/i sont les restes successifs; le dernier R/,= A divise le 
précédent R/i_i : c'est le plus grand commun diviseur entre A et B. 
On en tire 

R = A — QB, 

R, = B - RQi = B - ( A — BQ)Qi = - Qi A -4- (QQ, -f- i)B. 

R et R| se mettent ainsi respectivement sous les formes 
R =/?A-f-^B, Rj = /»iA-f-gr,B, 

Pt9^ Pif 9\ étant des polynômes; en transportant ces expressions de 
R et de R| dans le second membre de l'identité 

R,= R-R,Q„ 

on met R2 sous la forme />2 A -|- 5^26, en posant 

Pt^p — QiPi', ^«= ^i— QîÇu 

et l'on peut évidemment continuer de proche en proche jusqu'à 
R„= A, que l'on mettra sous la forme voulue. 

Le cas où les polynômes A, B sont premiers entre eux, en sorte 
que A se réduit à une constante que l'on peut prendre égale à i , est 
particulièrement intéressant : 

11 existe alors deux polynômes P, Q, tels que l'on ait identiquement 

(1) PA-+-QB = i; 

réciproquement, l'existence d'une telle identité prouve que les deux 
polynômes A, B sont premiers entre eux, puisqu'un diviseur commun 
à ces deux polynômes devrait diviser i . 

Si Ton applique la méthode précédente au second exemple (') traité au 
n" 73, où l'on avait 

X = x^-h px -h q^ B = '6x^ -h p, 
(') On ae pourrait l'appliquer au premier exemple, où les quotieuts ont été faussés. 
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on trouvera 









La méthode précédente permet de déterminer un couple de poly- 
nômes P, Q qui vérifient Tidentitc (i), lorsqu'on se donne les deux 
polynômes A, B premiers entre eux. On va voir qu'il y en a une in- 
finité d'autres, aisés à trouver dès que l'on connaît un couple, et qu'on 
peut s'arranger pour que le polynôme qui multiplie A soit de degré 
inférieur au degré de B et que le polynôme qui multiplie B soit de 
degré inférieur au degré de A. 

Si l'on désigne, en effet, par P', Q' deux autres polynômes, tels 
que l'on ait 

(2) P'A-i-Q'B = i, 

on en déduira, en retranchant membre à membre les identités (i) 

et (2), 

(3) (P-P')A = (Q'-Q)B: 

A doit diviser le second membre comme le premier; il est premier 
avec B, il doit donc diviser Q' — Q; en d'autres termes, il existe un 
polynôme X, tel que Ton ait identiquement Q' — Q = XA, et, par 
suite, en remplaçant dans l'identité (3) Q' — Q par XA, 

(P — F)A = XBA; 

les deux polynômes qui multiplient A doivent être identiques, comme 
les deux membres; on a donc identiquement P' — P = — aB. Réci- 
proquement, si les deux polynômes P, Q vérifient J'identité (i) et si 
l'on prend P'= P — XB, Q'= Q + XA, en désignant par X un poly- 
nôme quelconque, les deux polynômes P', Q' vérifieront l'identité 
FA + Q'B = i. 

Si l'on veut que P' soit de degré inférieur au degré de B, on doit 
prendre pour X le quotient entier de la division de P par B, P' est le 
reste de cette division : Q' est alors de degré inférieur au degré de A; 
car, autrement, le degré de Q'B serait supérieur au degré de P'A; 
dans le polynôme P'A -|- Q'B, le terme du plus haut degré provenant 
de Q'B ne pourrait se réduire avec aucun autre, le résultat ne pour- 
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raît se réduire à i . 11 résulte de là que, lorsque X est le quotient de la 
division de P par B, — ). est le quotient de la division de Q par A. 

Ainsi, quand \ et B sont premiers entre eux, il existe deux poly- 
nômes Pet Q', dont les degrés respectifs sont inférieurs aux degrés 
de B et de A, et tels que Ton ait identiquement P'A + Q'B = i . 11 
résulte de ce qui précède, et il est aisé de montrer directement qu'il 
nV a qu'un seul couple de polynômes à jouir de cette propriété. 

En fait, c'est à ces polynômes, dont les degrés sont moindres que 
ceux de B et de A, que l'on parvient par la méthode même que l'on 
a expliquée, comme il est assez facile de le voir en comptant, à 
chaque opération, les degrés des polynômes auxquels on parvient. Je 
ne m'y arrêterai pas. 

83. Supposons que les deux polynômes A et B, de degrés respec- 
tifs a et p, aient un diviseur commun C de degré y; on aura identi- 
quement 

A = A'C, B = B'C. 

A' et B' étant des polynômes dont les degrés respectifs sont a — y et 
fi — Y, on en conclut l'identité 

B'A — A'B = o; 

réciproquement, si l'on a une identité de cette nature, les deux poly- 
nômes A' et B' étant de degrés respectifs a — y, ^ — Y> on peut af- 
firmer que les deux polynômes ont undiviseur commun dont le degré 
est au moins égal à y ( * ) . 

Supposons, en effet, d'abord, que les deux polynômes A', B' soient 
premiers entre eux; le polynôme A', en vertu de l'jdentité A'B =: B'A, 
divise le produit B'A, il est premier avec B', il divise donc A; soit C 
le quotient, en sorte qu'on ait A =: xVC, C est de degré 

«— (a — ï) = y; 

en remplaçant dans l'identité précédente, et supprimant le facteur A' 
commun aux deux membres, on en conclut B = B'C. Les deux poly- 
nômes A, B ont un diviseur commun de degré y. Si A' et B' n'étaient 



(*) Quand on aura introduit les nombres complexes, il en résultera immédiate- 
ment l'existence d'un diviseur de degré y. 
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pas premiers entre eux, ils auraient un plus grand commun diviseur A 
de degré 8 au moins égal à i , et l'on pourrait poser A'= A"A, B'= B^A, 
A'' et B" étant de degrés respectifs a — y — ô, ^ — y — 8; en rem- 
plaçant A' et B' par les expressions précédentes dans Tidentitë 
A'B =: B'A, et supprimant le facteur commun A, on obtient Tidenlité 
A''B = B"A; comme A" et B" sont premiers entre eux, cette identité 
prouve l'existence d'un diviseur commun à A et à B de degré y + 8. 

84. Il convient d'établir la proposition précédente sous une forme un peu 
différente, dont tout l'intérêt n'apparaîtra que plus tard. 

Supposons que les coefficients des polynômes A et B, ordonnés suivant les 
puissances descendantes de ar, contiennent un ou plusieurs paramètres va- 
riables représentés par des lettres; on est déjà convenu de conserver le nom 
de polynômes en rr à de pareilles expressions; quoique, à proprement parler, 
A, par exemple, ne soit pas le même polynôme (en x) quand on attribue aux 
paramètres qui figurent dans ses coefficients des systèmes différents de va- 
leurs numériques, il est commode d'attribuer à l'expression A une sorte d'in- 
dividualité, de la regarder, si l'on veut, comme un même polynôme à des états 
différents; ce que l'on vient de dire s'applique aussi bien à B. 

Dans ces conditions, il peut arriver que, pour certaines valeurs des para- 
mètres, le degré de A, ou de B, s'abaisse, parce que les premiers coefficients 
sont nuls. Je suppose que les degrés de A et de B soient, en général, a et % 
mais qu'ils puissent descendre au-dessous de ces nombres. 

Dans diverses circonstances, que l'on précisera plus tard, on est amené à 
regarder deux pareils polynômes dont les degrés s'abaissent respectivement 
aux nombres a — a', P -— P' comme ayant, de ce fait, une sorte de diviseur 
commun dont le degré serait le plus petit des nombres a', P', ou, si l'on veut, 
dont le degré serait le nombre des coefficients qui, à partir du premier, se- 
raient nuls à la fois dans les deux polynômes A, B; dans ce compte, il ne faut 
pas oublier les termes qui manqueraient dans A ou dans B, et qui doivent 
être regardés comme affectés du coefficient o. 

Ainsi, les deux polynômes en x 

(m»— i)a^*-f- (/n*— \)x^-^mx^-\- 3ar — 4, 

{m — i)a7«-f-(/n* — i)x^->r-{m^—\)x^—ix-\-i^ 

dont les coefficients contiennent le paramètre m, sont, en général, l'un du 
cinquième, l'autre du sixième degré; pour fn = i, ils se réduisent Tun au se- 
cond, l'autre au premier degré. Le premier doit être regardé comme ayant 
trois coefficients nuls, au commencement, les coefficients de a?*, de ar*, de a?*, 
le second comme ayant ses quatre premiers coefficients nuls, ceux de ar*, x*, 
a?^, ar'. On aurait ici a = 5, p = 6, a' = 3, P' = 4» 

Pour /n = i, les deux polynômes doivent être regardés comme les ana- 
logues de polynômes ayant un diviseur commun du degré 3, du fait que daos 
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chacun d'eux les trois premiers coefficients sont nuls. D'ailleurs, pour m = i, 
les polynômes proposés deviennent respectivement 

x^H-Sar — 4 = (a: — i)(a?-h4), — 2(a: — i), 

et ils ont encore le diviseur commun x — i qui est du premier degré. Dans 
Tordre d'idées que je viens d'expliquer, on les regarde comme les analogues 
de polynômes qui auraient un diviseur commun du degré \ = 3 -i-i. 

Ces considérations prêtent à une ambiguïté de langage, qu'il faut éviter. 

Convenons de dire, en général, que les deux polynômes A, B, dont les degrés 
respectifs sont inférieurs ou égaux aux nombres a, p, ont un diviseur commun 
de degré rectifié y = y'"^'' quand ils ont un diviseur commun de degré 
vrai y', et quand, en outre, si l'on désigne par a — a', {â — P' les degrés vrais 
des polynômes A, B, le plus petit des nombres a', ^ est égal à r, en sorte qu'il y 
aurait r coeffîcients nuls au commencement de A et de B, si ces polynômes 
étaient écrits comme des polynômes complets de degrés a et j3. Ces conven- 
tions subsistent, même quand y' sera nul, et que, ainsi, les polynômes A, B 
n'ont pas, à vrai dire, de diviseur commun, mais qu'il y a r coefficients nuls 
au commencement de A et de B. 

En adoptant ce langage, on peut remplacer le théorème du numéro précé- 
dent par celui-ci : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes A et B 
aient un diviseur commun de degré rectifié au moins égal à y consiste dans 
l'existence de polynômes A', B' dont les degrés (vrais) soient égaux ou inférieurs 
à a — Y, ? — 7, et tels que l'on ait identiquement 

A'B — B'A = o. 

La condition est nécessaire : car, si les polynômes A, B ont un diviseur de 
degré rectifié y = 7'-H'*î c'est, d'une part, que dans l'un et dans l'autre les 
r premiers coefficients sont nuls, en sorte que leurs degrés vrais sont respec- 
tivement égaux ou inférieurs à a — r, ^ — /•, et que, d'autre part, ils ont un 
diviseur commun G de degré (vrai) y'î ^lès lors, les degrés (vrais) des quo- 
tients A', B' obtenus en divisant ces polynômes par C sont au plus égaux à 

%-~i—r, jâ — y'— r 

ou à a — Y» ? ~~ ï' '^ ^^ serait de même, a fortiori, si le degré rectifié du 
diviseur commun était supérieur à y'-*- ''• 

La condition est suffisante : supposons, en efl'et, que l'on ait identiquement 
A'B — B'A = o, et que les degrés (vrais) a — a', ^ — P' des polynômes A' et 
B' soient respectivement inférieurs ou égaux à a — y? ? — Y> ^^^ sorte que l'on 
ait a'^Y» P'=ï- ^^ suffira, dans la démonstration, de considérer le cas où A' 
et B' sont premiers entre eux; car, s'ils avaient un diviseur commun, on 
pourrait, comme au numéro précédent, les remplacer par des polynômes dont 
les degrés seraient moindres, et, par conséquent, moindres que a — Y? P — Y» 
Si A' et B' sont premiers entre eux, l'identité A'B = B'A implique l'existence 
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d'un diviseur C commun à A et à B, le quotient de A par A' ou de B ^ar h\ 
dont le degré vrai est 

«_a'-(a-a')=p-p'-(p-fi'); 

le degré rectifié de C s'obtiendra en ajoutant à l'un ou à l'autre des nombres 
égaux a' — a' ou P"— P' le plus petit des nombres a', fi' : ce sera a", si, par 
exemple, a' est inférieur ou égal à ^', Gomme a' est supérieur ou égal à y? la 
proposition est démontrée. 

On a supposé, sans le dire, que les polynômes A', B' qui vérifient l'iden- 
tité A'B — AB'= o n'étaient pas nuls identiquement. Si tous les deux étaient 
identiquement nuls, il n'y aurait rien à tirer de l'identité A'B — AB'=o. 
Si l'on supposait, par exemple, que A' fut identiquement nul, mais non B', 
l'identité A'B — AB'=o entraînerait l'identité AB'=oet, par conséquent^ 
l'identité A = o, puisque B' n'est pas identiquement nul. Les deux polynômes A 
et B, dont le premier est identiquement nul, pourraient être regardés comme 
ayant le diviseur commun B de degré rectifié j3 ; puisque y ne peut dépasser °, 
le tbéorème subsiste, même dans ce cas, en l'entendant comme on vient de 
l'expliquer. 



EXERCICES. 

73. Clierclier le j)lus grand commun diviseur des polynômes 

ar*-i-a"' — x- — ix — 2, a:*-H •za-'-h 3ar--+- a,r -i- i ; 
quelles sont les valeurs de x qui annulent l'un ou l'autre de ces polynômes? 

7i. Trouver les racines communes aux deux polynômes 

x^ — ix^ — a^-+-a, a?* — ^x^-{-Gx' — 5T-f-2. 

75. Il résulte de rcxcrcice 43 que, si a est une racine de l'équation 
(i) x'H-ar* — aar — 1 = 0, 

les nombres a' — 2, (a* — 2)*— 2 sont aussi des racines de cette équation. 
Peut-il arriver, en supposant toujours que a soit une racine de l'équation (i), 
que deux des nombres 

a, a'— -2, (a' — 2;* — 2 
soient éîjraux? 
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Le nombre [(a* — -2)* — a]* — 2 est aussi une racine de IVquation (i); il est 
forcément égal à l'un des nombres a, a' — 2, (a* — 2)* — 2. Auquel ? 

76. Quel est le plus petit commun multiple des polynômes 

77. Quel est le plus grand commun diviseur des deux polynômes 

(j:s— 3:r-+-2)«(a7*-h3a7-h2)'(ir'— i)(j'-i-3), 
(^*— i)3(-rî— 4)'(^--l-2rr — 3)? 

78. Si l'on désigne par A|, Aj, . . ., A„, Bi, Bj, . . ., B^, des polynômes en x, 
le plus grand commun diviseur (ou le plus petit commun multiple) des poly- 
nômes 

Al Bi, Al B», ..., Al By,, 
AîBi, AjBj AjB,„ 



A«B„ A„B,, ..., A,B,, 

est le produit du plus grand commun di\iseur (ou du |)]us petit commun 
multiple) des polynômes A|, Aj, ..., A,,, ))ar le plus grand commun diviseur 
(ou le plus petit commun multiple) des polynômes B|, Bj, . .., B^,. 

79. Le plus grand commun diviseur des polynômes V* et B' est le carré du 
plus grand commun diviseur des polynômes A, B. 

80. En désignant par A, B, V, B' des polynômes, le plus grand commun 
diviseur des polynômes 

AV, AB'-^A'B, BB' 

est le produit du ydus grand commun diviseur des polynômes A, B par le plus 
grand commun diviseur des polynômes A', B'. 

81. Si A et B sont deux polynômes en x premiers entre eux, et ^(^r) un 
polynôme quelconque, il existe deux polynômes Ai, Bi tels que l'on ait iden- 
tiquement 

^(a7) = B,A-hAiB 
ou 

^(x) _ A, . B. 
AB ~ A B ' 

C'est une conséquence immédiate de l'identité (i) du n" 82, en multipliant 
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les deux membres par g(x) et en posant 

P^(.r) = A„ Q^(ar) = B,. 

Si A, B, ..., L sont des polynômes en .r, premiers deux à doux, et frir) 

un polynôme quelconque, il existe des polynômes Ai, Bj, , Lj, tels que Ton 

ait identiquement 

__g{x) „ A, _^ B, ^ . lyi 

\B...L ■" A B • •■^L' 



82. Quels que soient les polynômes g{x) et A, on peut mettre la fraction 
ationnelle --^ 
sous la forme 



rationnelle --»-^> où a «lésigne un nombre naturel, et cela d'une seule façon, 



\a ^ va-» ** A ^^^\^h 

où aj, «i, ..., «a-i désignent des polynômes en x^ dont les degrés sont infé- 
rieurs à celui de A et où E{x) est le quotient entier de la division de g{x) 
par A« {voir Ex. 51). 

Si A, B, G, ..., L sont des polynômes premiers entre eux deux à deux 
et a, p, ..., X des nombres naturels, ou peut mettre la fraction rationnelle 



X^W. 


g{x) a„ ^ a, 


, «x-i 




.V«BP...L>- A« ' A«-' ' ■ 
■^ BP "^ BP ' "^ • 

-f- 


• ' A 






-V 



VAx\ 



où E(t) désigne le quotient entier de la division de g{x) par A«B?...L^, 
et où flTo. ..., aa-i sont «les polynômes don le degré est inférieur à celui 
de A, 6o, ..., 6^-1 des p«dynomes dont le degré est inférieur à celui 
de B, etc. . .. 

Que devient cette pro;) )sition quand les polynômes A, B, ..., F^ sont du 
premier degré? 

83. Etant donnés le pidynome g{x) d'une part et, d'autre part, les poly- 
nômes ^{x) et A, premiers entre eux, il existe un polynôme a, de degré infé- 
rieur à A, et un seul, tel que g{x) — a ^(x) soit divisible par A. 

Déduire de là que la fraction rationnelle —- — '■ — r> où a désigne un nombre 

^ A*Cp(J7) ^ 
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naturel, peut se mettre sous la forme 

A«(p(^j .va A«-i -V o(x)' 

où g\{x), «Oï «1, • • .» «a-1 sont des polynômes en x dont les a derniers sont 
de degré inférieur au degré de A. Il n'existe qu'un seul système de ])olynomes 
g\{x)^ ao, «1, ..., «a-iî satisfaisant à cette dernière condition, tels que l'éga- 
lité précédente soit une identité. 

En conclure une nouvelle démonstration de la proposition principale de 
l'exercice précédent, et montrer que, lorsqu'on se donne les polynômes g{x). 
A, B, . . ., L et les nombres naturels a, 3, . . ., À, la fraction 

gi-r) 



V*BP...L>' 



ne peut se mettre sous la forme indiquée que d'une seule façon, c'est-à-dire 
que les polynômes ao, ..., «a-n •••^ ^X-t sont entièrement déterminés, en 
supposant que la condition relative au degré de ces polynômes soit vérifiée. 

84. Si A et B sont deux polynômes en t premiers entre eux, il ne peut 
exister de polynômes en x^ y (dont l'un ne se réduise pas à une constante) 
tels que leur produit soit identique à A^ -h B. 

83. Si A, B, G sont trois polynômes en :r, premiers entre eux dans leur en- 
semble, et tels que le polynôme B* — 4-V.G ne soit pas le carré d'un polynôme 
en ar, il ne peut exister deux polynômes en J7, y (dont l'un ne se réduise pas 
à une constante) tels que leur produit soit identique à A^*-h B^ -h G. 

8(5. En désignant par m un nombre naturel, il y a deux polynômes (n» 82) 
f{x) et g{x) de degré m — i, tels que l'on ait identiquement, 

x"^ f{x) -\- (\ — x)"^ ff{x) = i; 

montrer que l'on a identiquement 

fil -.x) = g(x), A>-(i — x)^ /(x). 

87. Si A est le plus grand commun diviseur des polynômes A, B, G, . . ., L, 
il existe des polynômes A', B', G', .. ., L' tels que l'on ait identiquement 

AA'-t- BB'-h GG'-h . . . -+- LV = A. 

88. Si les polynômes Aj, Aj, A3 ont le même plus grand commun diviseur 
que les polynômes Bj, Bj, il existe des polynômes ai, aj, «3, aJ, a,, ag, jii, ^j, 
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Pn Pi» ?M Pi tels que Ton ait 1 

B, = ai.\, -t-ajAî -h «3 A3, , 

B,= a;Ai-+-a;As-f-aiA3, I 

A,= P,Bi-+-?2B,. I 

A,= ^;B,-hp;B,, 

A,= p'lB,4-3'iBi; I 

réciproquement, l'existence de polynômes ai, .,., ^'^ vérifiant ces idcniités, , 

implique que les polynômes Aj, Aj, A, aient le même plus grand commun 
diviseur que les polynômes Bi, Bj. 
Généraliser cette proposition. 



CHAPITRE VI. 

NOMBRES IMAGINAIRES. 



§ 1. - DÉFINITIONS : OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES IMAGINAIRES. 

85. Les théories précédentes sont susceptibles de recevoir une ex- 
tension considérable par l'introduction des nombres complexes (*) 
ou imaginaires, dont je vais maintenant m'occuper. 

Ces nombres ont leur origine dans la résolution de Féquation du 
second degré. 

Soit 

(i) ax^->r bx -\- c =^ o 

une telle équation, à coefficients réels. On sait que, si ces coefficients 
vérifient la condition b'^ — /\ac^o^ Téquation a deux racines dis- 
tinctes 



(^^ ^ ' 

ces deux racines deviennent égales quand b- — .\ac e?>i nul; lorsque 
b^— ^ac est négatif, les formules (2) n'ont plus de sens, et il n'y a 
aucun nombre réel qui vérifie l'équation (i). 

Si, dans le premier membre de l'équation (1), on remplace x par 
l'une ou Tautre des expressions (2) et que l'on développe les calculs 
en remplaçant le carré de y/6^ — ^ac par b^ — ^€ic^ on trouve identi- 
quement o; lorsque 6- — ^ac est négatif et que, par conséquent, le 
calcul que l'on vient de décrire n'a pas de sens, peut-on attribuer 
quelque signification à ce résultat? 



(*) L'expressit)n nombre complexe s'emploie dans un sens plus général que celui 
qoi sera déûni dans le présent Chapitre. 
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Dans ce cas, b- — ^ac peut s'écrire ( — \){^ac — è-); le facteur 
^ac — b' est positif. 

Lorsque a, p sont des nombres positifs, on peut écrire, en donnant 
aux radicaux leur signification arithmétique, v/ap = y/av/p. On a eu 
ridée d'employer la même formule lorsque a est négatif, plus parti- 
culièrement égal à — I, et d'écrire 

v/6* — /\ac = v/ — I /4 «c — b^\ 

le premier membre n'a pas de sens ; dans le second membre, Je fac- 
teur y/ — 1 n'en a pas non plus; quoi qu'il en soit, les expressions (2), 
avec cette notation dénuée de sens, s'écrivent 



En remplaçant, dans ax'-\- bx-\- c, x par l'une ou l'autre de ces 
expressions, en calculant, d'après les règles ordinaires, et en rempla- 
çant, dans le résultat, (y' — i)" par — i , on trouve encore o; ce calcul 
n'a pas plus de signification que le précédent, dont au fond il ne dif- 
fère pas; mais il devient facile de lui en donner une. 

Le résultat de ce calcul peut en effet s'exprimer en disant que, si 
l'on désigne par i une variable réelle quelconque, et si l'on remplace, 
dans ax'^-h bx -h c, x par l'expression 



b ±z i >J \ an — b- 



qui a une signification très claire dans le cas où nous nous plaçons 
(4«c — 6->>o), le résultat, qui est évidemment un polynôme du 
second degré en /, s'annule identiquement quand on y remplace /- 
par — 1 , c'est-à-dire (n" 53) qu'il est divisible par «*-+- i . Au reste, la 
vérification est immédiate et l'on trouve que l'on a, identiquement 

en z, 

, 4 ac — ^* .. . 

4 



quand on remplace dans le premier membre x par ^ ' 

Cette remarque, au premier abord, paraît bien peu importante; 
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mais le lecteur soupçonnera tout au moins sa portée en lisant Taffir- 
mation suivante, qui est une des formes que Ton peut donner à la 
proposition connue sous le nom de théorème fondamental de l'Al- 
gèbre et sur la démonstration de laquelle je reviendrai plus tard. 

Etant donné un polynôme à deux variables x et /, dont les coeffi- 
cients sont des nombres réels, il existe un binôme a-f-^/, à coeffi- 
cients réels a et [6, tel que si, dans le polynôme donné, on remplace a: 
par a -h p/, le résultat soit divisible par«--l-i. La proposition sub- 
siste quand, dans le polynôme donné, tous les termes qui contiennent/ 
disparaissent, c'est-à-dire quand ce polynôme se réduit à un poly- 
nôme en Xy à coefficients réels. 

I^ simple énoncé de ce théorème montre suffisamment que Tobser- 
vation faite sur le cas d'un trinôme du second degré est loin d'être 
isolée. 

Si, par exemple, dans le polynôme x^ — 2j:-|-47 on remplace x 
par 1 4- /, il devient 

en y remplaçant de même x par i — /, il deviendrait évidemment 
U'^-h i) ( — /-t- 3). Le polynôme proposé devient divisible par «--h i 
quand on y remplace x par i -|- / ou i — i. 

Ainsi, quand on remplace dans le polynôme ax''^-^ bx + c, où Uy 
bj c sont des nombres réels >érifiant la condition ^ac — 6- > o, ^ par 

— bz^i J \ ac — /;* 111 , / , . 
î OU, dans le polynôme x^ — ix -\- ^^ x par i zb i^ 

c'est le reste de la division par f*-h i du résultat de la substitution 

qui est nul. On sera en droit de dire que les polynômes s'annulent 

*• . 1 1 — b-±ii\/^ac — b^ 
respectivement quand on y remplace x par -^ > ou x 

par \± iy à condition de remplacer le résultat de la substitution par 
ce reste. 

86. On est ainsi amené à développer des règles de calcul relatives 
à des expressions de la forme a -\-a'i, où a et a' sont des nombres 
réels quelconques et où i désigne, pour le moment, une variable 
réelle, règles dans lesquelles les résultats obtenus d'abord en suivant 
les règles ordinaires du calcul algébrique sont systématiquement 
remplacés par les restes d'une division par t^ + i . 



J 
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Les expressions de la forme a -\- o! i^ lorsque l'on convient de les 
soumettre à ces règles de calcul, prennent le nom de nombres com- 
plexes ou de nombres imaginaires. 

Règle générale, — Si l'on a à effectuer des additions, des sous- 
tractions, des multiplications sur des expressions de la forme a -h a'/, 
où a et a sont des nombres réels, on commencera par effectuer ces 
opérations, d'après les n>gles habituelles du calcul des polynômes, 
comme si i désignait une variable réelle, puis on cherchera le reste de 
la division du résultat par «-4-i; ce reste sera, par définition, le 
résultat des opérations à effectuer sur les expressions de la forme 
a-j- a' i. 

Si le reste est nul, le résultat sera regardé comme égal à o. 

On trouve, par exemple, un résultat nul quand on remplace x 
par 1 + « ou par i — i dans le poljnome x^ — 2X + 4 I c'est ce qu'on 
entend en disant que ce polynôme admet les racines imaginaires i H-t, 
I — i. On trouve encore un résultat nul lorsque, dans le polynôme 
aJ7^ + bx -h c, où a, 6, c sont des nombres réels vérifiant la condi- 
tion ^ac — b^>o, on remplace x par l'un ou l'autre des deux 
nombres 

•AU 2 a * 

et c'est ce qu'on entend en disant que, dans ce cas, l'équation 
ax^-i- bx -h c = o admet deux racines imaginaires, dont l'expression 
est écrite plus haut. 

La lettre i tient ainsi un rôle très particulier : dans un polynôme 
où elle figure à la place d'une variable, on ne s'inquiète que du reste 
de la division par /--hi; deux pareils polynômes sont regardés 
comme égaux quand les restes sont les mêmes, ou, ce qui revient au 
même, quand leur différence est divisible par f*-|- i ('). En particu- 
lier, un polynôme en i est regardé comme égal à son reste. Plus parti- 
culièrement le polynôme i- est regardé comme égal à — i , qui est 
le reste de la division de i- par /--h i. Dès que l'on fait celte con- 



(') Cette définition de l'égalité satisfait aux trois conditions que doit vériner toute 
définition de l'égalité : un objet est égal à lui-même; si un premier objet est égal à 
un second, le second objet est égal au premier; si deux objets sont égaux à un troi- 
sième, ils sont égaux entre eux. 
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vention, il est clair qu'on ne peut plus regarder la lettre i comme une 
\ariable réelle. 

Il faut se garder, partout où quelque confusion serait possible, 
d'employer la lettre i avec le sens qu'on vient de spécifier et un autre 
sens. 

Un nombre imaginaire a-\-a! i est défini quand on donne les deux 
nombres réels a, a' au moyen desquels il est formé : ces deux nombres 
jouent un rôle très différent; l'un a s'appelle la partie réelle du 
nombre imaginaire, l'autre a! s'appelle le coefficient de i. 

Deux nombres imaginaires formés avec la même partie réelle et le 
même coefficient de i doivent naturellement être regardés comme le 
même nombre imaginaire; si, dans les deux nombres, les parties 
réelles ou les coefficients de i ne sont pas les mêmes, les deux nombres 
sont distincts. 

En d'autres termes, deux nombres imaginaires a -H a't, 6 -+- 6't, où 
a, a\ 6, b' sont des nombres réels, sont dits égaux et l'on écrit 

a -4- a' I s= 6 -H 6' i, 

lorsque l'on a a^=.a!^ 6 = 6' et seulement dans ce cas; l'égalité 
unique a-ha'ivrzb-^b^i remplace en réalité deux égalités. 

Cette définition de l'égalité de deux nombres imaginaires est la 
même que celle cpi'on a adoptée plus haut pour deux polynômes en £, 
puisqu'un binôme a-^-céi^ du premier degré en /, est le reste de la 
division de ce binôme par t* -+• i . 

Lorsque, dans l'expression a + a'i^ le coefficient de i est nul, on 
la confond avec le nombre réel a : les nombres complexes com- 
prennent donc les nombres réels comme cas particulier. De même, en 
Arithmétique, une fraction dont le dénominateur esl i est regardée 
comme la même chose que son numérateur. 

Cette convention est légitime, puisque les calculs sur des nombres 
imaginaires dans lesquels les coefficients de i seraient nuls, effectués 
d'après la règle qu'on a donnée plus haut, se réduisent évidemment 
aux calculs effectués sur des nombres réels, d'après les règles qui 
concernent ces nombres. Cette observation s'appliquera à la division 
quand on l'aura définie. 

Les nombres imaginaires comprenant les nombres réels, il est per- 
mis de dire un nombre, au lieu de dire un nombre imaginaire; cette 
T. i5 
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convention, toute pareille à celle qu'on fait en Arithmétique quand 
on passe des nombres entiers aux fractions, est d'autant plus avanta- 
geuse qu'il est naturel d'opposer dans une certaine mesure les nombres 
imaginaires aux nombres réels, c'est-à-dire de sou s-en tendre, quand 
on parle d'un nombre imaginaire, que le coefficient de /, dans ce 
nombre, n'est pas nul. 

Un nombre imaginaire dans lequel la partie réelle est nulle et qui, 
ainsi, est représenté par un symbole tel quea'i est dit purement 
imaginaire. 

Lorsque la partie réelle et le coefficient de i d'un nombre imagi- 
naire sont nuls l'un et l'autre, et seulement dans ce cas, le nombre 
imaginaire est dit nul; on le représente par o. Cette convention est 
contenue dans celle qui fait comprendre les nombres réels dans les 
nombres imaginaires. 

Deux nombres imaginaires a -f- a't, a — a' i dans lesquels les par- 
lies réelles sont les mêmes et les coefficients de i des nombres symé- 
triques sont dits conjugués : deux nombres imaginaires conjugués 
ne peuvent être égaux sans que les coefficients de i soient nuls; un 
nombre réel est son propre conjugué. 

Deux nombres imaginaires a -i- a'«, — a — a' i dans l'un desquels 
la partie réelle et le coefficient de i se déduisent de la partie réelle et 
du coefficient de i dans l'autre en les changeant de signe sont dits sy- 
métriques. L'expression égaux et de signes contraires que l'on 
emploie quelquefois est incorrecte, puisque le signe d'un nombre 
imaginaire n'est pas quelque chose de défini (*). Deux nombres symé- 
triques ne peuvent être égaux que s'ils sont nuls l'un et Tautre. Deux 
nombres purement imaginaires conjugués sont symétriques. 

87. D'après ce qu'on vient de dire, un nombre imaginaire est en- 
tièrement défini par deux nombres réels a, a' qui jouent un rôle dis- 
tinct; rien n'empêche, si on le veut, de regarder la lettre i comme un 
simple signe accolé à l'un des deux nombres a, a' pour le distinguer 
de l'autre : on peut même la supprimer et, au lieu de a + a'i^ écrire 



(*) Il y a en réalité deuœ signes à considérer : le signe de la partie réelle, le signe 
de la partie imaginaire. Toutefois, j'emploierai à Toccasion l'expression changer de 
signe un nombre imaginaire avec le même sens que remplacer un nombre imagi- 
naire par son symétrique. 
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par exemple (a, a'), en convenant d'écrire toujours le premier le 
nombre qui tiendra le rôle de la partie réelle et, le second, le nombre 
qui tiendra le rôle du coefficient de i; dans cette notation, le nombre 
réel a se représenterait par (a, o), le nombre purement imaginaire a'i 
par la notation (o, a), le nombre i par la notation (o, i), le nombre o 
par la notation (o, o). 

Le lecteur peut, s'il le veut, se représenter ainsi un nombre imagi- 
naire comme un couple de nombres réels, de même qu'on peut, en 
Arithmétique, se représenter une fraction comme un couple de deux 
nombres entiers. Naturellement, sur ces nouveaux nombres (ces 
couples de nombres réels), toutes les définitions relatives à l'égalité, 
à l'addition, à la soustraction, à la multiplication, à la division doi- 
vent alors être reprises l'une après l'autre. Ce qui précède suffit évi- 
demment à la définition de l'égalité. 

Quant aux opérations d'addition, de soustraction, de multiplica- 
tion sur les nombres réels ou imaginaires, je les définirai toutes par 
la règle du numéro précédent en insistant, pour chacune de ces opé- 
rations, sur la façon dont on calcule la partie réelle et le coefficient 
de I dans le résultat. 

Rien n'empêcherait de prendre chacune des règles particulières à 
laquelle je parviendrai ainsi comme la définition, au point de vue 
qu'on vient d'indiquer, de l'opération correspondante, effectuée sur 
des couples de nombres réels, et d'établir ensuite les propriétés fon- 
damentales de cette opération, qui, pour nous, résulteront de la con- 
sidération des restes de la division par i^-h i. 

Avant d'entrer dans le détail des opérations, je dois faire observer 
■qu'il n'y a aucun inconvénient à représenter par une seule lettre un 
nombre imaginaire : on s'est déjà souvent servi d'une lettre pour dési- 
gner tout un polynôme ; il s'agira maintenant d'un polynôme en x, ou 
plutôt du reste de la division de ce polynôme par i^-hi. 



88. Addition et soustraction. — Étant donnés deux ou plusieurs 
nombres (réels ou imaginaires) 

A = a H- a' ï, B = 6 -h 6' i\ C = c -h c' «, . . . , 
où a, 6, c, ..., a', 6', c\ ... sont des nombres réels, on doit, pour 
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effectuer leur somme, faire la somme 

aH-a'i-+-6-f-6'i-»-c-t-c'i-+-...= (a-t-6-*i-c-h...)-h(a'-+- 6'-»-c'-4-,..)*, 

comme si i était une variable réelle, puis prendre le reste de la divi- 
sion par *^+i; puisque la somme est du premier degré, au plus, 
en i, elle est précisément le reste cherché : la partie réelle de la 
somme est la somme des parties réelles; le coefficient de i est la 
somme des coefficients de i. En se plaçant au point de vue du nu- 
méro précédent, ce serait là la définition de l'addition des nombres 
imaginaires. 

Par exemple, la somme des nombres 2 -h 3i, — - e, 5, 4 i est | -f- 6/; 
la somme des nombres 2 /, i — /, — i est i . 

Il est manifeste que, dans une somme de deux ou plusieurs nombres^ 
on peut ranger les termes dans l'ordre qu'on veut, remplacer tels 
termes que Ton veut par leur somme effectuée, ajouter o à un nombre 
sans le changer, supprimer les termes qui se détruisent. On peut dire 
encore que l'addition des nombres réels ou imaginaires, pour laquelle 
on adopte le même signe -h que pour les nombres réels, obéit aux 
lois qu'expriment les égalités qui suivent : 

A-+-B «B-f-A, 

A -h(B -h C) = (A -h B) H- C, 
A-h o ^ A, 

qui constituent les propriétés fondamentales de l'addition. 

Un nombre a-\-a'i peut être regardé comme la somme de sa partie 
réelle a et de sa partie (purement) imaginaire a! i, 

La somme de deux nombres imaginaires conjugués est le double 
de la partie réelle de ces nombres. 

La somme de deux nombres symétriques (réels ou imaginaires) 
est o; la somme de deux nombres ne peut être o que s'ils sont symé- 
triques. 

La différence A — B des deux nombres a-^aU^ b-hb'i est le 
nombre a — 6 + (a' — b')i; c'est le seul nombre qui, ajouté à B, 
reproduise A ; elle est nulle si A est égal à B, et seulement dans ce 
cas. 

On peut affecter du signe -h ou du signe — une lettre qui repré- 
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sente un nombre imaginaire ; + A désigne le même nombre que A, 

— A le nombre symétrique de A. 

Dans une expression telle que A — B -h C — D, les signes — , -h, 

— peuvent être regardés comme des signes d'opération : on a à retran- 
cher B de A, à ajouter C au résultat, puis à retrancher D; ces signes 
peuvent être attachés aux lettres qui les suivent; l'expression précé- 
dente représente alors la somme des nombres A, — B, -|- C, — D ; 
les deux significations sont équivalentes. 

89. Multiplication. — Pour faire le produit de deux ou plusieurs 
nombres, des nombres 

A = a -+- a' i, B = 6 -+- 6' £, C = c -f- c' «, 

par exemple, on doit faire le produit des trois binômes, comme si i 
était une variable réelle; on obtient ainsi 

abc -h (a' bc -h ab' c -^ abc' )i -hiab'c' -h a'bc'-h a' b'c)i^'^ a' b' c' t* ; 

on a ensuite à chercher le reste de la division par i* 4- ï , ou à rem- 
placer fi par — I , «* par — i, ce qui donne 

(abc -* ab' c' ^ a' bc' — a' b' c) -^ (a' bc -^ ab' c -h abc' ^ a' b' c' )i. 

On ne modifie pas le reste de la division par £^H- i quand on inter- 
vertit l'ordre des facteurs, ou que l'on remplace deux ou plusieurs 
facteurs par leur produit effectué, ou encore par le reste de la division 
par i^ -h i de ce produit partiel : dans un produit de facteurs imagi- 
naires on peut intervertir l'ordre des termes, grouper les facteurs 
comme on veut. On ne change pas un produit en introduisant ou en 
supprimant un facteur égal à i , ou en supprimant un groupe de fac- 
teurs dont le produit est égal à i . 

Lorsque, dans un produit de nombres réels ou imaginaires, un fac- 
teur est nul, le produit est nul ; car le polynôme en i, obtenu en fai- 
sant la multiplication comme si l'était une variable réelle, est divisible 
par «'^ -f- 1 . 

Réciproquement, si un produit de facteurs est nul, l'un des facteurs 
est nul. En efTet, dire que le produit des nombres imaginaires a 4- ai, 
b -{- b'i, c H- c'i, par exemple, est nul, c'est dire que le polynôme en i 
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obtenu en développant 

(a-ha'i)(b-h b' i){c->r c' i ) 

comme si i était une variable réelle, est divisible par £^4- i . Restons 
un moment à ce point de vue; si aucun des binômes a -\- a' i^ 6 -h b'i^ 
c -h c'/ n'est identiquement nul, c'est que chacun d'eux est premier 
avec /^H- i ; il en est de même de leur produit (n° 76), qui, ainsi, 
ne peut être divisible par /^ -h i ; le produit ne peut donc être nul, si 
l'on se place au point de vue du calcul des nombres imaginaires. 

Pour multiplier une somme de deux nombres imaginaires A, B par 
un troisième C, on peut multiplier successivement les deux nombres A, 
B par C et faire la somme des produits. En d'autres termes on 
peut écrire, en employant pour les nombres imaginaires les mêmes 
notations que pour les nombres réels, 

(A-*-B)C = AC-f-BC. 

L'égalité est en effet évidente, quand on effectue simplement les 
opérations sur les binômes a -H- a'/, 6 -h 6'e, c H- c't, comme si i était 
une variable quelconque (n^ 33); les restes de la division par i^-\-i 
des deux membres sont les mêmes; et le reste relatif au premier 
membre n'est pas changé quand on remplace A + B par son reste, le 
reste relatif au second membre n'est pas changé quand on y remplace 
A, B, C par leurs restes (n° 76). 

La proposition et la démonstration s'étendent au cas où la somme 
contient autant de termes qu'on veut; elle s'applique aussi bien à une 
différence qu'à une somme, puisqu'une différence peut être regardée 
comme une somme. Elle s'applique en particulier à la multiplication 
d'un nombre imaginaire, 3 — 5i par exemple, par un nombre réel 
— 2, ou purement imaginaire 3{; le produit est dans le premier 
cas, — 6 -t- lo/, et, dans le second cas, gi — iSt^, que l'on doit rem- 
placer par 1 5 -f- 9 « . 

90. Arrêtons-nous sur le cas où il s'agît du produit de deux fac- 
teurs A = a -h a'i, B = è -4- 6'«. 

Le produit développé de ces deux nombres est 

ab -h {ab' -^ a' b)i -h a' b' i^ 
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OU, en remplaçant i'^ par — i , 

ab — a'b'^(ab'^a'b)i\ 

par exemple, le produit de 7 — 5/ par i -h * est 12 H- a*. 

L'expression obtenue pour le produit des deux nombres imagi- 
naires rt-ha'/, b-\-b'i pourrait, en se plaçant au point de vue du 
n"" 87, être regardée comme la définition du produit de deux nombres 
imaginaires; le produit de deux nombres imaginaires A, B étant 
défini, le produit de trois nombres A., B, C s'obtiendrait, par défini- 
tion, en faisant le produit des deux premiers par le troisième d'après 
la même règle; ainsi, en supposant comme plus haut C = cH-c'e, 
on aurait par définition 

ABC = {ab — a'b')c — (a6'-4- a'6)c'-t-[(a6 — a'6')c'-h (a^'n- a' b)c\i\ 

le résultat est naturellement le même que plus haut. En se plaçant 
à ce point de vue, on aurait à vérifier les égalités 

AB = BA, 

(AB)G = A(BC), 
A X I = A, 
A(B-i-C) = AB-+-AC, 

qui constituent les propriétés fondamentales de la multiplication, et 
qui sont comprises dans les propositions générales établies au numéro 
précédent; ces propositions peuvent, inversement, être déduites des 
égalités qu'on vient d'écrire. 

Signalons quelques cas particuliers : 

Le produit de / par i est — 1 ; en d'autres termes on a 1^ = — i . 

Le carré d'un nombre imaginaire a-^ a' i est à^ — a'^-f- ^aa' i. Il 
est réel quand le nombre dont on fait le carré est ou réel, ou pure- 
ment imaginaire et seulement dans ces deux cas; il est positif dans le 
premier, négatif dans le second. 

91. Valeur absolue d'un nombre imaginaire. — Le produit de deux 
nombres imaginaires conjugués a + a!i^ a — a'i est réel : c'est la 
somme a^ -H a'^ du carré de la partie réelle et du carré du coefficient 
àti. 
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On désigne sous le nom de module ou de valeur absolue (* ) d'un 
nombre imaginaire a + a'«, la racine carrée prise avec le sens arithmé- 
tique de la somme des carrés de la partie réelle et du coefficient de i. 
La valeur absolue de a -h a' i est donc le nombre positif \Jà^ -h a'* ; 
si le nombre a-^-a'i est réel, c'est-à-dire si d est nul, la valeur 
absolue se réduit au nombre positif y/a^, c'est -4- a, ou — a suivant 
que a est positif ou négatif; c'est, pour les nombres réels, la signifi- 
cation à laquelle le lecteur est habitué; la valeur absolue du nombre 
réel ou imaginaire A= a -|- a'« se représente par le symbole | A | ou 
|aH-a'/|. 

La valeur absolue d'un nombre nul est o; si la valeur absolue d'un 
nombre réel ou imaginaire est nulle, on peut affirmer que ce nombre 
est o, puisque y^a*^ -+- a'*, où a, a' sont des nombres réels, ne peut 
être nul que si l'on a séparément a = o, a'== o. 

Les valeurs absolues de deux nombres conjugués sont égales. 

Le produit de deux nombres conjugués est égal au carré de la 
valeur absolue de l'un ou de l'autre. 

La valeur absolue du produit de deux nombres est égale au pro- 
duit des valeurs absolues de ces nombres. On vérifie en effet de suite 
l'identité 

(a6 — a'6')«H-(«*'-^a'*)*=(a*-+-a'*)(6*-t-6'«) 

qui exprime que le carré de la valeur absolue du produit des deux 
nombres a-^a' i^ 6 H- 6'i est égal au produit des carrés des valeurs 
absolues de ces deux nombres : comme la valeur absolue est essen- 
tiellement positive, le théorème énoncé est démontré. 

11 s'étend évidemment, de proche en proche, au cas de trois, 
quatre, . . ., nombres : au reste, on peut démontrer directement que, 
pour un nombre quelconque de facteurs, le carré de la valeur absolue 
du produit est égal au produit des carrés des valeurs absolues des fac- 
teurs, en faisant d'abord la remarque suivante, qui est importante par 
elle-même. 



(*) C'est le terme dont je me servirai, d'autant que le mot module a une foule 
de significations en mathématiques. Il est désirable d^en supprimer au moins une. 
Autrement on est amené à dire le module du module, en employant le mot module 
dans deux sens absolument diiïérents. 

La norme d'un nombre imaginaire a -h a'i est a'-+- a'«; c'est le carré de sa valeur 
absolue. 
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Si, en efiectuant des additions, soustractions, multiplications, sur 
des nombres imaginaires, on a trouvé comme résultat le nombre 
imaginaire /? -4-/?'t, {p et p' réels), et que l'on efl'eclue ensuite les 
mêmes opérations sur les nombres conjugués, on trouvera comme 
nouveau résultat le nombre p — /?'i, conjugué du premier résultat. 

Cette proposition devient évidente si l'on se reporte à la règle du 
n-* 86, et qu'on regarde / comme une variable réelle. Les opérations 
d'addition, de soustraction, de multiplication, effectuées sur les 
nombres imaginaires donnés conduisent à un certain polynôme /(«*) 
à coefficients réels ; les mêmes opérations effectuées sur les nombres 
conjugués, qui se déduisent des premiers en changeant i en — £, 
conduiraient au polynôme /( — «), obtenu en changeant i en — i 
dans/(/); dire que le résultat des premières opérations, effectuées 
d'après la règle du n® 86, est p-^ p^ i, cela revient à dire que p -\-pU 
est le reste de la division par i-^H- i de/(i)y en d'autres termes que 
Ton a, en désignant par o(i) un polynôme en i à coefficients réels, 
l'identité en /, 

si l'on change dans cette identité i en — i, elle devient 

elle montre que p — p^i est le reste de la division de /( — i) par i^ -h i ; 
c'est ce qu'il fallait établir. 

Revenons, après cette remarque générale, au théorème concernant 
le produit de plusieurs facteurs. Considérons, par exemple, les trois 
facteurs a-hofî, b-{^b'i, c-\-di et désignons leur produit par 
p-hp'î; l'égalité 

(a -h a' i) (b -h b' i) (c -h c' i) =i p -h p' i 
entraîne 

{a^a'i){b — b'i){C'-c'i)=p'~p'i\ 

en multipliant membre à membre et en groupant ensemble les fac- 
teurs conjugués, on a 

(a«-+-a'«)(6«-h6'«)(c«H-c'»)«/>«-f-/>'«. 
C'est ce qu'il fallait établir. 



234 CHAPITRE VI. 

Cette proposition fournit une seconde démonstration de ce fait 
qu'un produit ne peut être nul sans qu'un facteur soit nul; en effet, si 
p -^ p^ i est nul, c'est-à-dire si l'on a y9=o, y9'=o, le produit des 
nombres réels, a^-ha'*, b^-^-bf'^^ c^-f-c'^, est nul; l'un de ces 
nombres est nul; si c'est a^-^a'^^ par exemple, il faut que l'oa 
ait a == o, d= o, c'est-à-dire que aH- a' i est nul. 

92. Il me reste à définir la division de deux nombres imaginaires : 
On appellera quotient de la division du nombre imaginaire a-\-a'i 

par le nombre 6 -H b' i un nombre imaginaire c H- c'« dont le produit 

par b-h b'i soit égal à a -\- a'i. 

L'égalité 

{b -f- b' i) (c -h c' i) = a->r a' i 

équivaut aux deux égalités 

bc — b' c' = a^ 
b'c-r-bc' =a'; 

ces deux égalités peuvent être regardées comme deux équations du 
premier degré dont les deux inconnues seraient c, c'\ le déterminant 
des deux équations est b'^ ■+- b'^ ; il n'est pas nul, sauf dans le cas où le 
diviseur b -{- b' i serait nul; si l'on exclut ce cas, les deux équations 
admettent une solution et une seule; le problème posé admet une 
solution et une seule, à savoir le nombre imaginaire 

ab-ha'b' . a'b -ab' . 

par exemple, le quotient de la division de 3 -h « par i -h i est 2 — i. 
L'égalité 

{b -Jrb'i){c-^c' i) = a-ha't, 

en y changeant / en — i montre que, si c -f- d i est le quotient de la 
division de a -H a'/par b -4- 6'c, le quotient de la division de a — a' i 
par b — b' i sera c — d i. 

Au lieu de dire « le quotient de la division de A par B » je dirai le 
plus souvent « rapport de A à B » et je représenterai ce rapport par 

A 

la notation ^r : c'est le nombre qui, multiplié par B, reproduit A. Les 
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mots dividende et diviseur sont remplacés alors par les mots numé- 
rateur, dénominateur. 

La valeur absolue d'un rapport est le rapport des valeurs absolues 
du numérateur et du dénominateur, ainsi qu'il résulte du théorème 
analogue relatif à la multiplication. 

L'inverse d'un nombre non nul B, ou le nombre qu'il faut multi- 
plier par B pour que le produit soit i , se représente, d'après la nota- 
lion précédemment expliquée, par ^• 

En supposant B = b -\- b'i, on a 

i b b' . 



B b^-^b'^ b^^b'* 



le rapport C de A à B est le produit de A par -g» comme on le vérifie 
sans peine et comme il résulte de l'égalité 



«(5^) = (»§)^ = ^- 



Les propriétés des fractions à termes réels qui reposent sur la défi- 
nition, en vertu de laquelle le numérateur est égal au produit du 
dénominateur par la valeur de la fraction, s'étendent sans changement 
aux fractions à termes imaginaires. 

On peut, par exemple, multiplier ou diviser les termes d'une 
fraction à termes réels ou imaginaires, par un même nombre non nul. 

Ce théorème donne le moyen le plus commode pour effectuer une 

division; considérons par exemple la fraction t rr-:* on multipliera 

le numérateur et le dénominateur par le nombre b — 6'/ conjugué du 
dénominateur ; on trouve ainsi 



> 



ia'-ha'i)ib-^b'i) __ ab -^ a' b' -h (a' b — ab')i 

On peut réduire deux ou plusieurs fractions au même dénomina- 
teur, ajouter des fractions qui ont même dénominateur. 

Le produit de deux fractions se fait en divisant le produit des nu- 
mérateurs par le produit des dénominateurs. Pour obtenir l'inverse 
d'une fraction, il suffit de la renverser. Pour diviser une fraction par 
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uae fraction, on multiplie la fraction dividende par Tinverse du 
diviseur. 

93. Raoine carrée. — On montrera bientôt comment on peut 
obtenir, en général, la racine /i**"" d'un nombre imaginaire ; je veui 
dire ici un mot de la racine carrée : 

La racine carrée d'un nombre imaginaire a+ bi (a, b réels) sera, 
par définition, un nombre imaginaire x -\- iy (^, y réels) tel que Ton 
ait {x H- iyY = a -h 6«, ou 

(i) a?* — j^* = a, ixy = b. 

Supposons b différent de o, or etjK devront être différents de o; on 
tire de la seconde équation 

•^ 207 

et en portant dans la première. 

L'équation en x^ ainsi obtenue a une racine positive 

a?«= ^ 

1 

et une racine négative, qu'il faut écarter, puisqu'on veut avoir pour x 
une valeur réelle ; on aura ainsi deux valeurs symétriques pour j?, à 
savoir 



-=±V^ 



Va*-H*V 



à chacune desquelles correspond une valeur de y par l'équation (2). 
On reconnaît immédiatement, en remontant la suite des calculs, que 
les valeurs ainsi trouvées pour a:, y vérifient les équations (i). 

Le problème admet deux solutions et deux solutions seulement : 
ces deux solutions sont des nombres symétriques qu'on peut écrire 
sous la forme 

(3) + -L (sja. -4- //x»-^ A» -t- ^^ ^ =^ ^ > 

en donnant aux radicaux la signification arithmétique. 
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De l'égalilé 

(an- /a«-H b*) (—an- •a»-t- 6») = 6«, 

on lire de suite 



V^a M- /a* -h b* v/^ « -H v^a* -h 6* =b t *, 

eu désignant par e un nombre égal à + i ou à — i , suivant que b est 
positif ou négatif; le facteur t a été introduit afin que le second 
membre soit positif comme le premier (* ) ; on en déduit 



b 



= € V — <*-»- /a*-*-*'; 



va -f- /a*-H *• 
d'où cette seconde forme de la solution 

qui est plus élégante, mais moins avantageuse pour le calcul numé- 
rique, puisqu'elle exige une extraction de racine carrée de phis que 
la première. 

Enfin, si b est nul, c'est-à-dire si le nombre proposé est réel, la 
seconde équation (i) montre que l'un des nombres y, a: doit être nul ; 
en vertu de la première équation, on doit avoir alors soit x^=a, 
soil^^ = — a; puisque ar, y doivent être réels, on prendra jk = o, 
x = ±^a si a est positif, x = Oy y = ± \/ — a si a est négatif; dans 
le premier cas, les deux solutions du problème proposé sont les 
nombres réels it ^a ; dans le second cas, les deux nombres purement 
imaginaires ± £ y/ — a . 

Ces deux solutions sont d'ailleurs comprises dans la formule (4); 
puisque \/a^ -+• b'^ se réduit alors à ^à^ , c'est-à-dire à a si a est po- 
sitif, à — a si a est négatif. 



{ ' ) Le nombre < ainsi défini se représente souTent par le symbole sgn b ( signe de 6). 
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Exemple, — Les deux nombres dont le carré est i -h i sont 



db -i= (v/ 1 -h /î -f- 1 \/--n- /•! ) ; 

les deux nombres dont le carré est i sont zh —;r(n- «)• 

/a 

Si l'on applique les formules précédentes, dans le cas où a =— i, 
6 = o, on trouve que les deux nombres dont le carré est — i sont ±: i. 
Si l'on convient de représenter en général par ^a -4- bi un nombre 
imaginaire dont le carré est a -K 6t, on sera conduit à poser 

y/ 1 = t 

et à écrire un nombre imaginaire a + ^i (ol^ ^ réels) sous la forme 
a -h p ^ — 1 . On est ainsi ramené à la notation qui nous a servi de 
point de départ, mais qui, maintenant, est justifiée. 



§ 2. — REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DES NOMBRES IMAGINAIRES. 

94. Les nombres imaginaires sont susceptibles d'une représentation 
géométrique sur laquelle je vais maintenant insister. Mais, aupara- 
vant, je rappellerai quelques définitions. 

Fig. 25. 




Considérons un plan rapporté à deux axes de coordonnées rectangulaires. 
Pour fixer, dans ce plan, une direction, il suffit évidemment de fixer la parai- 
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lèle menée à cette direction, dans le même sens, à partir de Torigine : je ne 
considérerai donc que des directions partant de ce point; en particulier Tangle 
de deux directions sera l'angle des deux parallèles à ces directions, à partir de 
l'origine. 

Pour fixer une direction à partir de l'origine O, ou, si Ton veut, une demi- 
droite ayant son origine au point O, il suffit évidemment de se donner un 
point A situé sur cette demi-droite (et non sur la demi-droite opposée), ou, 
ce qui revient au même, les coordonnées a, b de ce point. Le point unique M 
où la demi-droite considérée rencontre le cercle décrit de O comme centre 
avec un rayon égal à Tunité de longueur est particulièrement utile à consi- 
dérer; ses coordonnées a, ^ s'appellent les cosinus directeurs de la demi- 
droite considérée; elles vérifient la relation a*-HP' = i. Inversement, deux 
nombres réels quelconques vérifiant cette relation sont les coordonnées d'un 
point unique sur le cercle et sont les cosinus directeurs de la demi-droite qui 
part de Torigine et aboutit en ce point. 

Si l'on désigne par r le nombre positif qui mesure la longueur OA, on a 



a = ar, 6 = ^r, r = /a*-»- 6*, a=-f p=-; 

le radical est pris avec son sens arithmétique. Ces formules permettent, quand 
on se donne a, 6, de calculer r, a, ^ sans ambiguïté. 

Soient X, Y les points où les directions positives des axes des x et des y 
rencontrent le cercle; un mobile M, qui se meut sur le cercle toujours dans le 
même sens (sans oscillations), se meut dans le sens direct ou positif s'il se 
meut dans le même sens qu'un mobile qui partirait du point X pour aller vers 
le point Y en décrivant le quart du cercle ; dans le cas contraire, il se meut 
dans le sens indirect ou négatif. Dans les mêmes conditions, on dit que le 
rayon OM, ou une parallèle quelconque à ce rayon, menée dans le même sens 
à partir d'un point fixe, tourne dans le sens direct ou dans le sens indirect. 

Un nombre quelconque peut être regardé comme Vabscisse circulaire 
d'un point M sur le cercle : on obtient ce point M en imaginant un mobile 
qui se meuve sur le cercle, sans osciller, en partant du point X (origine des 
arcs), dans le sens positif ou dans le sens négatif, suivant que 6 est po- 
sitif ou négatif, et qui s'arrête lorsqu'il a parcouru, sur le cercle, un chemin 
dont la longueur est la valeur absolue de 6. Le point où le mobile s'arrête est 
le point M dont l'abscisse circulaire est 0. Son abscisse et son ordonnée sont, 
par définition, les nombres cosÔ et sin6; tangO est, par définition, la pente de 
la droite qui joint le point O au point M. 

Inversement, à chaque position du point M sur le cercle correspondent une 
infinité de nombres dont chacun peut être regardé comme l'abscisse circulaire 
du point M : ces nombres forment une progression arithmétique, indéfinie 
dans les deux sens, dont la raison est iiz. Tous ces nombres ont même 
cosinus, même sinus, même tangente. 

Si l'on considère deux directions OM, OM', définies, comme on l'a expliqué 
plus haut, par deux points M, M' du cercle, et si l'on attribue un ordre à ces 
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deux directions, en sorte que OM soit la première et OM' la seconde, Tangle 
(OM, OM') de ces deux directions, ou l'arc MM', sera, par définition, l'abscisse 
circulaire du point M', définie comme plus haut, mais en prenant ie point M 
comme origine des arcs (et non le point X). Le sens positif reste celui qu'on 
a défini plus haut. Cet angle ou cet arc ne sont définis qu'à un multiplie près 
de 2 7r. 

En d'autres termes, toutes leurs déterminations s'obtiennent en ajoutant à 
Tune quelconque d'entre elles le produit de aie par un nombre entier quel- 
conque : la valeur principale de l'angle (OM, OM') ou de l'arc MM' est celle 
de ces déterminations qui est comprise entre — it et -h tt ; elle est entièrement 
déterminée, sauf dans le cas où les deux directions sont opposéeSy où les deux 
points M, M' sont diamétralement opposés; elle peut alors être prise, à 
volonté, égale à tt ou à — ir. En écartant ce cas d'exception, la valeur princi- 
pale de l'angle (OM, OM') est positive ou négative, suivant que l'angle de OM 
et de OM' considéré comme une figure géométrique a, ou non, la même disp<H 
sition que l'angle (OX, OY) considéré aussi comme une figure géométrique. 

La somme des deux angles (OM, OM') et (OM', OM) est nulle ou égale à 
un multiple de itz. 

Si l'on considère trois directions à partir du point O ou, si l'on veut, trois 
points M, M', M* sur le cercle, il est clair qu'on peut se mouvoir sur le cercle, 
à partir du point M, de manière à rencontrer d'abord le point M', puis le 
point M'; on voit ainsi qu'il existe une détermination des angles telle que l'on 
ait 

(OM, OM') = ( OM, OM') -^ (OM', OM'), 

et, par conséquent, on aura, pour n'importe quelle détermination des angles, 

(OM, OM') = (OM, OM')-+-(OM', 0M')-h2/t7t, 
(0M',0M')-h(0M', 0M)-H(0M, 0M')= 2/111, 

A: et A étant des nombres entiers dont la valeur dépend des déterminations 
choisies pour les angles, ou les arcs. 

Si l'on se donne la direction OM, ou le point M, et l'une des déterminations 
de Tangle (OM, OM'), la direction OM', ou le point M', sont déterminés sans 
ambiguïté. 

En particulier, la direction OM, elle-même, peut être déterminée par 

l'angle = (OX, OM); 6 est alors une des déterminations de l'angle 

(OM, OY); les cosinus directeurs de OM sont 

a = cos6, p = cos ( Ôj=sin6. 

Lorsqu'on se donne les coordonnées a et 6 du point A, on a vu plus haut 
comment on pouvait calculer les cosinus directeurs delà direction OA ou OM, 
en désignant par M le point unique où le cercle est rencontré par la demi- 
droite OM; l'angle 6 est alors déterminé, à un multiple près de 211, par les 
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formules 

A ^ fi ^ 

ros Q = sinO 



Cela revient à dire que, si l'on se donne deux nombres a, b qui ne soient 
pas nuls à la fois, il existe un seul nombre positif r et un seul angle (abstrac- 
tion faite des multiples de itz) tels que l'on ait a = /'cosO, 6 = /'sinO. 
Si l'on veut choisir pour sa détermination principale, comprise entre — r 

€t z, 6 devra être pris entre et -+- - si a est positif, entre o et — ou 

entre o et — — suivant que b est positif ou négatif; entre - et it ou entre 

— - et — -rt si a est négatif; dans le premier intervalle si b est positif, dans 

le second si b est négatif; si b est nul et a négatif, la détermination princi- 
pale peut être prise égale à ir ou à — tt. Dans ces conditions, les tables trigo- 
nométriques (centésimales, par exemple) permettent de trouver un angle 
exprimé en grades, compris entre o et loo, dont le cosinus ou le sinus aient la 
même valeur absolue que cosO ou sin6, et les remarques précédentes permet- 
tent de calculer ensuite l'angle 6. 

Toutefois, il est préférable, quand on se donne les >aleurs numériques de a 
et de b et que l'on veut calculer r et 0, de faire le calcul en partant de la 
formule 

^ b 
tangO = — • 

On cherche dans la table le nombre ^ de grades compris entre o et loo, tel 

que la tangente correspondante soit la valeur absolue de — ; on prend à la 

même page le logarithme du cosinus ou du sinus du même arc, en sorte que 

l'on ait en posant ô'= — — , 
'^ 200 

tang8' = 

Vune des deux dernières formules donnera r par un calcul facile, puisque Ton 
■a déjà les logarithmes de | a | et de | 6 |. D'après les règles précédentes, si a est 
positif, on prendra 6 = 8' ou 6 = — 6' suivant que b sera positif ou négatif, et, 
si a est négatif, = 7: — 6' ou 0= — r-hO' suivant que b sera positif on 
néîratif ( » ). 



(') Il convient de prévenir le lecteur, une fois pour toutes, que les angles ou arcs 
doDl il sera question dans le présent Livre seront toujours exprimés en radiants (ou 
en parties du rayon) et non en grades ni en degrés. C'est pour appeler son attention 
sur ce point et sur les précautions à prendre dans les calculs numériques, que j'ai 
insisté sur les détails que Ton vient de lire. 

T. 16 
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cos6'-'«', 


• A' 1*1 


— 
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sin6 = - — 


a 




r 


/• 
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J'ai cru utile de rappeler les définitions et propositions fondamentales qui 
précèdent; je me servirai d'ailleurs, sans revenir sur leur démonstration, des 
formules de trigonométrie élémentaire qui reposent sur ces définitions et sur 
l'emploi du théorème des projections. 

Fig. iô. 




9S. Imaginons un plan rapporté à deux axes de coordonnées rec- 
tangulaires Oar, Oy. 

Un nombre imaginaire a + bi est déterminé si Ton se donne les 
deux nombres réels a, b; k ce couple de deux nombres réels a, b cor- 
respond un point A dont l'abscisse est la partie réelle a et Tordonnée 
le coefficient de i dans le nombre a -\- bi. Le point A sera, si Ton 
veut, Yimas^e du nombre a -f- bi. Inversement, à un point A, dont 
les coordonnées sont a, 6, correspond le nombre imaginaire a -f- 6/> 
qui est dit Vajffixe du point A. 

Si b est nul, le nombre a 4- bi est réel : les nombres réels sont 
représentés par des points situés sur l'axe des abscisses; de même les 
nombres purement imaginaires sont représentés par des points situés 
sur Taxe des ordonnées : aussi ces axes sont-ils souvent appelés res- 
pectivement axe des quantités réelles, axe des quantités purement 
imaginaires, ou, plus brièvement, nxe réel, axe imaginaire. Au 
nombre o correspond l'origine O des coordonnées. Le nombre positif 
r = \Ja^ -h h'^^ qui mesure la longueur du vecteur OA, est ce qu'on a 
appelé plus haut la valeur absolue du nombre a -f- 6/, l'angle (OX, O A) 
de la direction positive prise sur l'axe des abscisses et de la direction 
du vecteur OA qui va de l'origine au point A, est Vargument trigo- 
nométrique i * ) d" nombre a -f- bi. Cet argument est déterminé à un 
multiple prrs de air, pourvu que a -f- bi ne soit pas nul, que le point A 



(1) On sii|i|Mime celte épithète quand il n'y a pas de confusion possible avec 
quelque autre argument. 
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ne coïncide pas avec le point O. Quand a-\-bi est nul, la valeur 
absolue est nulle, et l'argument complètement indéterminé. 

La valeur principale de Targument est comprise entre — -n; et H- ir ; 
elle est complètement déterminée, sauf dans le cas où b est nul et a 
négatif ou nul. Elle est nulle ou égale à zh it si a + 6/ est réel (6 = o), 
nulle si Ton a affaire à un nombre positif, égale à zt tt si Ton a affaire 
ù un nombre négatif. 

Elle est égale à ih - si a -h 6/ est purement imaginaire (a = o), 

à -}- - ou à suivant que b est positif ou négatif. 

Elle est, en général, du même signe que b\ elle est comprise entre 

— 7 et H — si a est positif, entre H — et tc, ou entre — ^ et — ir si 

a est négatif. 
Puisque Ton a a = r cos6, b = r sinO, on peut écrire 

a-\- bi = r(cos6 -i- isinô), 

le second membre, où la valeur absolue r et l'argument 6 sont mis en 
évidence, est ce qu'on appelle la forme trigonoinélrique du nombre 
a -h bi. 

En particulier, tout nombre dont la valeur absolue est i peut se 
mettre sous la forme cos6 -h £sin6; pour mettre le nombre i sous 
cette forme, on pourra prendre 6 = o, ou 6 égal à un multiple de itz] 
pour mettre le nombre — i sous cette forme, on prendra 6 = tî ou 6 
égal à un multiple impair de ii. 

Deux nombres imaginaires égaux sont représentés par le même 
point; leurs valeurs absolues sont égales et leurs arguments ne peuvent 
différer que d'un multiple de 2 7r; ces dernières conditions sont néces- 
saires et suffisantes pour que deux nombres imaginaires mis sous 
forme trigonométrique soient égaux, sauf dans le cas où l'une des 
valeurs absolues est nulle; dans ce cas, l'autre valeur absolue doit 
aussi être nulle; cela suffit pour que les deux nombres soient nuls. 

Deux nombres imaginaires symétriques sont représentés par deux 
points symétriques par rapport à l'origine. Deux nombres imaginaires 
conjugués sont représentés par deux points symétriques par rapport 
à l'axe des abscisses. 

96. Pour faire la somme de plusieurs nombres imaginaires a + 6f , 
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a' -\- b'i^ a"-\- b"ij . . . , représentés par des points x\, A', A'', , . . , il 
suffit de faire la somme géométrique des vecteurs OA, OA', OA", ... 
en lui donnant pour origine le point O ; je rappelle la construction de 
cette somme géométrique : on regarde le point A comme l'origine 
d'un vecteur AA', équipollent au vecteur OA', le point A', comme 
l'origine d'un vecteur A', A'^ équipollent au vecteur OA", etc.; l'extré- 
mité du dernier vecteur est l'extrémité de la somme géométrique 
cherchée ; c'est le point qui figure la somme des nombres représentés 
par les points A, A', A'', .... 

Il suffira, pour démontrer cette proposition, de raisonner sur trois 
nombres a -h bi^ a!-\- b'i, a"-f- 6"/, représentés parles trois points A, 




A', A". L'extrémité A", de la somme géométrique OA'J des trois >ec- 
teurs OA, OA', OA" est, d'après la construction précédente, l'extré- 
mité d'une ligne brisée O AA', A', dont les côtés OA, AA^, A', A", sont 
respectivement équipoUents aux vecteurs OA, OA', OA"; les projec- 
tions Oa, aa', a' a" des côtés de la ligne brisée sur l'axe des x sont 
respectivement équipollentes aux projections sur cet axe des vecteurs 
OA, OA', OA", projections dont les équivalents algébriques sont res- 
pectivement a, a', a". On a d'ailleurs, entre les équivalents algébri- 
ques Oa, aa', a' a", Oa" des vecteurs Oa, aa', a' a", Oa", la relation 

Oa''= Ôâ-h aa'-ha'a'= a -h a' -h a'. 



L'abscisse Oa" du point A'^ est donc a -|- a'-f- a"; son ordonnée est 
de même 6 -h 6' -H 6"; c'est bien là l'abscisse et l'ordonnée du point 
qui représente la somme a -h a'-|- a"-|- (6 + 6'-f- Z?")/ des trois 
nombres a 4- bi\ a' -h b'i^ a"+ 6"/. 
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On sait qu'une somme géométrique est indépendante de Tordre de 
ses éléments; au reste, ce résultat apparaît immédiatement sur la 
démonstration, puisque les coordonnées a -h a' •+- a", b -\- b'-h V de 
l'extrémité de la somme ne dépendent pas de l'ordre des nombres 
réels a, a, a" \ 6, &', b" , 

Le nombre (positif) qui mesure la longueur du vecteur OA''^, c'est- 
à-dire la valeur absolue de la somme des nombres imaginaires donnés, 
est inférieur ou égal à la somme des nombres positifs qui mesurent 
les côtés de la ligne brisée OAA', A", , c'est-à-dire à la somme des 
valeurs absolues des nombres donnés; pour qu'il y eût égalité, il fau- 
drait que la ligne brisée se réduisît à une ligne droite et que les 
points A, A', fussent entre O et A', : il faudrait pour cela que les 
points A, A', A^' fussent sur une même demi-droite partant du point O, 
c'est-à-dire que les arguments des nombres a -{- bi^ à -\- b' i\ a' -\- b' i 
fussent égaux (à un multiple près de 271); l'argument commun de ces 
nombres serait aussi Targument de leur somme. 

D'après la notation adoptée au n® 91, on peut écrire 



|rt-i- 6t-h«'-+- h' i-^-a" -\- b'' l\'^\a-\- hi\ -h \a! -\- h' i\ • 



•6%-|. 



Fig. -^8. 




Dans le cas où l'on veut faire la somme de deux nombres a 4- bi^ 
«'-f- 6'/, représentés par les points A, A', cette somme est représentée 
par le point B, sommet opposé au point O du parallélogramme dont 
OA, OA' sont deux cotés. Dans le triangle OAB le côté OB est plus 
petit que la somme des deux côtés OA, AB plus grand que leur diffé- 
rence. Outre cette proposition déjà connue la valeur absolue de la 
somme de deux nombres est inférieure ou égale à la somme des 
valeurs absolues de ces deux nombres, nous obtenons donc celle-ci : 
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La valeur absolue de la somme de deux nombres est supérieure 
ou égale à la différence entre la plus grande et la plus petite des 
valeurs absolues de ces deux nombres. 

Il y aurait égalité dans le cas où les points A, A' seraient en ligne 
droite avec le point O, mais de part et d'autre du point O, ou, ce qui 
revient au même, quand les arguments des nombres a -f- bi^ a' -\- b'i 
diffèrent d'un multiple impair de tï. 

On peut écrire 

I a H- 6i -h a' -+- ô' ï I > I a -h 6« I — I a'-4- ^' 1 1 ; 

cette égalité restant vraie quand on a | a -h 6/ 1 < | a'-|- 6'/|, puisque, 
alors, le second membre de l'inégalité est négatif. 

Fig. 29. 




La différence (a -f- bi) — (a'-f- b'i) entre les deux nombres a -h bi. 
a' -h b'i, représentés par les points A, A', sera représentée par l'extré- 
mité C d'un vecteur OC, différence géométrique des vecteurs OA 
et OA'; ce vecteur est équipollent au vecteur A' A dont Torigine re- 
présente le point qui figure le nombre à soustraire, dont Teitrémilé 
figure le nombre dont on soustrait. La figure montre nettement quv 
le point A représente la somme des nombres représentés par A' et 
par C, que le point C représente la somme des nombres représentés 
d'une part par le point A, d'autre part par le point A" symétrique du 
point A' par rapport au point O, c'est-à-dire la somme des nombres 
a -h bi, — a' — b'i. 

Deux nombres imaginaires sont regardés comme voisins, comme 
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dîflerant peu l'un de l'autre, quand la valeur absolue de leur diffé- 
rence est petite. Cette valeur absolue est mesurée par la distance des 
deux points qui représentent ces deux nombres : ces deux points sont 
donc voisins; a fortiori, la différence entre les abscisses des deux 
points, ou entre leurs ordonnées, qui est inférieure à leur distance, 
est petite, en valeur absolue. 

La valeur absolue d'une différence est inférieure ou égale à la 
somme des valeurs absolues de ses termes, supérieure ou égale à leur 
différence. 

Cette proposition ne diffère pas de celle qui concerne une somme, 
puisque les deux nombres symétriques a -f- 6/, — a — bi ont même 
valeur absolue. 

97. Considérons maintenant le produit des deux nombres imagi- 
naires mis sous la forme trigonométrique (n*^ 96) 

r(cos6 4- t'sinO), r'(cos8'-i- i sinO'). 

En effectuant leur produit par la règle du n** 90, on trouve pour la 
partie réelle 

/•r'cosOcose'— rr' sinOsin 6' = rr' cos(6 -4- 0'), 

et pour le coefficient de i 

rr'cosO sin6'-h rr' cosO'sinô = r/''sin(ô -h 8'). 

Le produit se trouve donc mis sous la forme trigonométrique 

rr'[cos(0 -+- 0') -4- i sin(0 -h 8')]. 

C'est un nombre dont la valeur absolue /•/•' est le produit des valeurs 
absolues r, r' des deux facteurs, dont l'argument 8 -h 6' est la somme 
des arguments des facteurs. 

Du cas de deux facteurs on s'élève immédiatement au cas de trois 
facteurs /-(cosO + /sinÔ), r'(cos6'H- /sin6'), /•"(cos9"-h /sinô"); la 
valeur absolue du produit est le produit de //•' par i^' ^ l'argument du 
produit est la somme de 9 -|- 9' et de 6". 

D'une façon générale, le produit d'autant de nombres que l'on 
veut, mis sous forme trigonométrique, est un nombre dont la valeur 
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absolue est le produit des valeurs absolues des facteurs et dont Tarj^u- 
ment est la somme des arguments des facteurs. 

Sur cette forme donnée à un produit, la possibilité d'intervertir les 
facteurs, de grouper ces facteurs comme on veut, est évidente. 

Supposons que le nombre r(cos6 -|- * sin9), que l'on veut multi- 
plier par le nombre /•'(cosÔ'+ / sinô'), soit représenté par le point A, 



Fig. 3o. 



A' 




le multiplicateur étant représenté par le point A'. On aura alors 

(OX, OA) = 0, (OX,OA') = 0'. 

On fera tourner la demi-droite qui porte le vecteur OA d'un angle 
égal à 6'; elle prend alors une position OB telle que Tangle (OA, OB) 
soit égal à 9'; on prend ensuite un point B tel que le nombre positif 
qui mesure la longueur OB soit égal au produit des nombres r, /*' qui 
mesurent les longueurs OA, OA'. B représentera le produit 

/V[cos(0 -f- 6') -h i sin(0 -h 0')]. 

Si, en particulier, la valeur absolue du multiplicateur est égale à i, 
la multiplication par cos9'4- « sin9' revient à faire tourner de l'angle 9' 
le vecteur dont l'extrémité représente le multiplicande; l'extrémilé du 
nouveau vecteur représente le produit. 

Plus particulièrement, la multiplication par le nombre i", dont la 
valeur absolue est i et l'ari^^ument -^ revient à faire tourner le vecteur 
qui aboutit au point qui représente le multiplicande d'un angle droit, 
dans le sens direct; la multiplication par — i, dont la valeur absolue 
est I et l'argument dz tî, revient à faire tourner le même vecteur de 
deux angles droits dans un sens ou dans l'autre; la multiplication 
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par — /, dont la valeur absolue est i et Targument — ^> revient à 
faire tourner le même vecteur d'un angle droit dans le sens indirect. 



Fig. 3i 
Y 

I 



Le nombre i est représenté par le point I situé sur la partie 
positive de Taxe des ordonnées à Tunité de distance de l'origine. 
En faisant tourner le vecteur Ol d'un angle droit, dans le sens 
direct, puis encore d'un angle droit dans le même sens, etc., on 
l'amène successivement en OI', en OF, en OU, puis on le ramène 
en 01, etc.; c'est la traduction géométrique des égalités numé- 
riques 



i* = I X t = — 1 



t^x i =- 



^•»x « = I, 



Lorsque le multiplicateur est un nombre réel, l'argument du pro- 
duit est égal à l'argument du multiplicande si le multiplicateur est 
positif, à l'argument du multiplicande augmenté ou diminué de tz si le 
multiplicateur est négatif. 



98. En regardant la division comme l'opération inverse de la multi- 
plication, on voit de suite que la valeur absolue d'un rapport doit être 
le rapport de la valeur absolue du dividende à la valeur absolue du 
diviseur, et que l'argument du rapport doit être égal a la diflérence 
entre l'argument du dividende et l'argument du diviseur, afin que le 
produit du quotient par le diviseur soit égal au dividende; en d'autres 
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termes, on peut écrire 

r(cos6 -h I sinO) r^ ,. -,,^ . . ,_ _, , 
= - fcos(e — B') H- t sin{0 — 6')], 



r (cosO -H t sinQ j r 



et celte égalité est susceptible d'une interprétation géométrique ana- 
logue à celle qu'on a donnée pour la multiplication. 

En particulier, en supposant /' = i , 6 = 0, on a pour l'expression 
trigonométrique de l'inverse d'un nombre 



= ■!;,(cose'— tsinO'); 



/•'(cosO'-h i siiiO') /' 

d'où résulte la construction suivante pour obtenir le point qui repré- 
sente l'inverse du nombre figuré par le point A'. 

On décrit du point O comme centre le cercle de rayon i; on prend 
le point A', qui serait l'inverse (*) du point A' dans une inversion 
faite par rapport à ce cercle ; l'affixe du point A', est —, (cos6' + i sin9') : 

le point cherché A", dont l'affixe est -;7(cos9' — /sin6'), est le symé- 
trique du point A', par rapport à l'axe des abscisses. 

Plus particulièrement encore, en supposant r'= i, on voit que l'in- 
verse d'un nombre dont la valeur absolue est i est le conjugué de ce 
nombre; pour que deux nombres conjugués soient inverses l'un d< 
l'autre, il faut et il suffit que leurs valeurs absolues soient égales ù i. 
Dans ce cas, les deux points A', A', de la figure précédente sont con- 
fondus sur le cercle. 

§ 3. — RACINES n}^'\ 

99. Cherchons à déterminer la racine n}^^^ d'un nombre donné, 
que l'on peut toujours supposer mis sous la forme trigonométrique 
/•(cos8 H- /sinÔ); il s'agit de trouver, s'il est possible, un nombre 
dont la puissance /i**"™* soit égale à r(cos6 -f- /sin8); en supposant ce 
nombre mis lui-même sous la forme trigonométrique o(cosw -4- /sinto) 

(') C'est, comme on sait, le point où la polaire du point A' par rapport au cercle 
rencontre la droite qui joint les deux points O, A'; c'est encore le second point 
commun à tous les cercles qui passent par le point A' et qui sont orthogonaux au 
cercle de centre O : au lieu de dire que les points A', A', sont inverses par rapport 
à ce cercle, on dit souvent qu'ils sont symétriques par rapport à ce cercle. 
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il s'agil de déterminer p et co de façon que l'on ait 

[p(cosa> -4- t sina>)]«= r(cosO -h « sinO); 

mais, d'après la théorie de la multiplication, la valeur absolue du 
premier membre est o", son argument est /io>; pour que deux nom- 
bres soient égaux, il faut et il suffit que leurs valeurs absolues soient 
égales et que leurs arguments ne diffèrent que d'un multiple de îîTr; 
on doit donc avoir 

en désignant par k un nombre entier quelconque ; on en déduit 

M/— 6 -*- 9.A-7t 

p = i//', o) = : 

inversement, ces valeurs de p, w, où ^^r est la racine n* '"^ arithmé- 
tique de r, répondent à la question; en d'autres termes, la formule 



VT-C 



CCS H i sin 



fournit toutes les solutions du problème posé. Si, dans cette formule, 
on remplaçait 6 par quelque autre valeur de l'argument du nombre 
donné, on ne ferait que modifier le nombre entier k] on ne change- 
rait pas l'ensemble des résultats, puisque, pour avoir toutes les solu- 
tions du problème posé, on doit remplacer k par tous les nombres 
entiers possibles. 

Si le nombre dont on veut chercher la racine /i'*"* était i, il n'y 
aurait qu'à faire dans la formule précédente r = i , 9 = o ; on trouve- 
rait ainsi, pour l'expression des nombres dont la puissance /i'*'"® est i, 
ou, comme l'on dit, des racines /i'*"»" de l'unité, la formule 



7.kTZ . . 2kTZ 

ces h i sin , 

n n 



où k est un nombre entier quelconque. 
On a d'ailleurs, en général (n" 97), 



V r ( cos h i sin 

\ n n ] 

= y r ( cos — \- 1 sin — 1 X ( cos y- i sin : 
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dans le second membre, le facteur \^r (cos — \- isin. - j> est l'un dos 
nombres dont la puissance /i'*'"**^ reproduit r(cos8 -h i sinÔ) ; c'est Tune 
des racines /t'*™" du nombre donné; l'autre facteur 



cos - 

n n 



est l'une des racines /i'*™*^* de l'unité; on obtient toutes ces racines en 
donnant à k toutes les valeurs entières possibles. En d'autres termes : 

On obtient toutes les racines /i'<^'"« d^un nombre en multipliant 
Vune d^ elles, choisie arbitrairement, par les diverses racines n^^"*^' 
de r unité, 

100. Racines de Tunité. — C'est de ces dernières racines que je 
vais m'occuper maintenant. 

Le nombre cos-^ — ^ -h « sin — ^ a i pour valeur absolue et — - pour 
argument : les divers points qui figurent les nombres de cette sorte, 
où k est entier, sont tous situés sur le cercle de centre O et de rajon i; 
ils correspondent aux arguments 

17: /| t: fi t: 

o, — j — > — > . • .» 

n n n 

9.T: ^t: Gt 

n n /i ' 

C'est d'abord les points Aq, A|, A2, A3, ... dont le premier, qui 




correspond à l'argument o, est le point du cercle qui se trou>e sur la 
partie 
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positive de Taxe des abscisses, point dont l'affixe est i ; les suivants Aj, 
A*, Aj s'obtiennent en portant bout à bout, à partir de Ao, dans le 
sens positif, des arcs ('*gaux à — > à la /j"'™'' partie de la circonférence 
du cercle. Quand on a porté ainsi bout à bout n de ces arcs, on re- 
tombe sur le point Ao, puis, en continuant à tourner dans le même 
sens, les points A,, Ao, A3, .... En portant bout à bout des arcs de la 
même longueur — ^> dans le sens négatif on retombe sur des points 
déjà obtenus A„_|, A,,_3, ..., mais on les rencontre successivement 
dans le sens inverse de celui où on les a obtenus d'abord; les points Aq, 

V,, A„_< ainsi obtenus, qui représentent toutes les racines /2'*"®" 

distinctes de l'unité, sont les sommets d'un polygone régulier de 
n côtés. On voit ainsi qu'il y sl n racines distinctes de Tunité, dont 
l'une, qui correspond au sommet Aq, est elle-même égale à 1 . Le poly- 
gone n'existe, à proprement parler, que pour n>2; pour « = 2, 
la figure se réduirait au point Aq et au point diamétralement opposé; 
les deux racines carrées de i sont 

coso -H i sino = I, cosTi -h i sinTi = — i; 

pour /i = 3, la figure formerait un triangle équilatéral, les trois racines 
cubiques de l'unité sont 

C(>s — — ht sin -77- = H « — > 

i i 2 2 



fiT . . 4t: 


, 


_.^ 


cos -- — h t sin -— = 


— — _ _ 




3 3 


'2 


•1 



pour /i = 45 la figure serait un carré, les quatre racines quatrièmes 
de I seraient i , /, — i , — /, 

Les résultats précédents, et quelques autres, s'obtiennent encore 
comme il suit : 

Observons d'abord que la valeur absolue d'une racine /i'*™* de 
l'unité étant toujours égale à 1 , il suffit de s'occuper de l'argument 

qui est de la forme A chaque valeur entière de A* correspond 

une racine; pour que les deux racines qui correspondent a deux va- 
leurs ki et Â'a de A* soient égales, il faut et il suffit que la différence 
-entre les deux arguments soit un nombre entier de fois 2 7î, c'est- 
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à-dire que la différence Â^ — k^ soit un multiple de n ; en particulier, 

2 /• - 
on ne change pas la racine dont l'argument est — -> quand on rem- 
place k par le reste de sa division par n ; on obtiendra donc les argu- 
ments des racines /i**"" distinctes en remplaçant dans l'expression — ^i 

k par o, I, 2, . . ., 71 — 1, ou par n nombres entiers consécutifs quel- 
conques, ou encore par n valeurs entières A*©, A|, . . ., kn-% qui, divi- 
sées par 72, donnent ji restes distincts, à savoir les restes o, i, 2, ..., 
n — I , dans un certain ordre. 

Pour qu'une racine n'*°* de l'unité soit réelle, il faute! il suffit que 

son argument — - soit un multiple de tc, c'est-à-dire que 2.k soit un 

multiple de /i; si l'on donne à k les valeurs o, i, 2, ..., n — i, les 
seules valeurs de k telles que ik soit divisible par n seront A* = o, et, 

dans le cas où n est pair, A== -; à ces valeurs de A* correspondent 

les arguments o et it, auxquels correspondent les nombres i et — i; 
I est toujours une racine n**"" de l'unité; c'est la seule racine /i'*"* 
réelle si n est impair; si n est pair, — i est une autre racine réelle; 
il ne peut pas y avoir d'autres racines réelles que i et — i. 

Les racines /i**"" imaginaires sont conjuguées deux par deux : la 

racine dont l'argument esl-^ ^ est conjuguée de la racine dont 

l'argument est ; le produit de ces deux racines est i . 

101. Une racine /i"'"* de l'unité peut aussi être une racine /?**"* de 
l'unité ; il faut et il suffit pour cela que l'argument - — de cette racine 

puisse être mis sous la forme > h étant un nombre entier comme A; 

ceci exige que l'on ait 

on pourra toujours vérifier cette égalité en prenant pour p et A des 
équi-multiples de n et de A'; on ne pourra la vérifier autrement si n 
et A* sont premiers entre eux; d'où une distinction importante entre 
les racines /i**"" de l'unité : 

La racine co^ h i sin est dite une racine /i'**"* primitive 
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lorsque k est premier a\'rc n ; elle ne peut alors être une 
racine ^'*™« de l'unité que si p est un multiple de w; en particulier, 
elle ne peut être une racine /?**"'•' de l'unité pour/? < n, 

La racine cos f- isin est une racine /i""° non primitive 

si A* et n ne sont pas premiers entre eux: si l'on désigne par d le plus 
grand commun diviseur de k et de n et si l'on pose k = k'd^ n=z n' d^ 
on aura 

•>,X't: . . ikTz 'xh-'T. . . 'iA'tz 

cos h i sin = cos — ; h i sin r— 9 

n n n n 



en sorte que la racine /i'*"* considérée sera aussi une racine /i"*""* de 
l'unité, n' étant moindre que n. Considérée comme racine /i'^*"* elle 
est d'ailleurs primitive puisque k' est premier à n'. Par exemple, — i 
est une racine quatrième de l'unité, c'en est aussi une racine carrée ; ce 
n est pas une racine quatrième primitive, i est une racine «'*"• de 
l'unité, quel que soit /i >- 1, ce n'est jamais une racine primitive. 



102. Si l'on multiplie les deux racines /i'*™«* de l'unité dont les 

arguments sont » — ^ — , le produit aura une valeur absolue égale 

a 1 , comme les deux lacleurs, et son argument sera la somme 

des arguments des deux facteurs, c'est une autre racine /i'*™® de l'unité. 

Le produit de deux racines ^**"»" est une racine /?'''""'; en particu- 
lier, le produit de deux racines conjuguées est i. Le produit d'autant 
de racines «'*"*•* de l'unité que Ton veut est une racine /i'^"®de l'unité. 

Les puissances d'une racine /i'*™" sont aussi des racines /i'*™®* de 
l'unité. 

Eu particulier, si l'on élève à la puissance r la racine d'argu- 

ment— ^> on trouvera la racine d'arsfument ; on obtiendra donc 

toutes les racines n'*'""* de l'unité en élevant aux puissances o, i , 
2, . . ., /i — I la racine d'argument -^• 

Si, plus généralement, on élève à la puissance r la racine d'argu- 

^ xkTz . • i> . 'i.krTz , 
ment , on trouve une racine a argument ; dans cet argu- 
ment, on peut remplacer kr par le reste obtenu en divisant kr par n ; 
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or, si Ton considère la suite de nombres 

o, /i, 2 A*, 3X-, ..., (n — i)/-, 

obleniis en remplaçant dans Ar, /• par o, i, 2, ..., /ï — i; les restes 

de la division de ces nombres par /?, seront dans un certain ordre 

les nombres o, i , 2, . . ., /z — i , en supposant que A soit premier à n. 

C'est-à-dire que, en supposant k premier à /i, les n valeurs 

de » quand on donne à /• les valeurs o, i, 2, . . ., n — i, peuvent 

être regardées comme les arguments des n racines de Tunité. Donc : 
Lorsque l'on élève une racine primitive /i'*^'"*' de Tunité aux puis- 
sances o, I, 2, ..., n — I, on reproduit les n racines /i'*°"^* de 
l'unité. 

Si l'on multiplie une racine /i'*^™° de l'unité d'argument - — '- par une 

racine ^'^™e de l'unité, d'argument - — - 9 on obtient un nombre dont la 

valeur absolue est i , dont l'argument est - — — : le produit est 

donc une racine (npy''^"^ de l'unité. 

Je me borne à énoncer les propositions suivantes, d'ailleurs aisées à démon- 
trer : elles supposent que les nombres naturels n, p soient premiers entre eux. 

En multipliant chacune des n racines n''-''"** distinctes de i par chacune 
des/? racines distinctes /?''"'" de i on obtient les /1/7 racines (/i/?)'*^"**' distinctes 
de I. 

Le produit d'une racine //'•^'"^ primitive par une racine /?''■*'"• primitive est une 
racine (n/? )'•''"* primitive. 

En multipliant chacune des racines n'*"*" primitives par chacune des ta- 
ci nés /?'•''"*' primitives, on trouve toutes les racines ( n/? y*^""** primitives. 

Le lecteur voit que la recherche des racines /i'"'"'" de l'unité est liée à cer- 
taines propositions d ^arithmétique et à la théorie des polygones réguliers. 
L'étude approfondie de ce problème comporte de très beaux développements 
que je laisse de côté. 



EXERCICES. 

89. Montrer que l'on a 

— I — i\/Z 



/ _,-^tVï y^ - I - t y 
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Quels sont les nombres z tels que z* soit égal au conjugué de ^? Y a-t-il 
des nombres z tels que -s' soit égal au conjugué de zt 

90. En posant 

a = î^, 



montrer que Ton a, quels que soient les nombres réels ^, y^ 2, 

{x — a)(a7 — a*)=a?*-har-f-i, 
(J- — i)(x— - a)('a?— a-)= a?»— 1, 

x^-Hj^'-H^* — 3x^5 =(a:-+-/ -4- 5)(x-H «7 -h n>Z\){x -+- a*^ 4- as) (» ). 

91. Dans quel cas le quotient de deux nombres imaginaires est-il un nombre 



92. Y a-l-il un nombre purement imaginaire dont la puissance /i'*'"* soit 
éu^ale à i? 

93. Si le cube du nombre a->rbl{a^ b réels ^ est réel, ou bien h est nul, ou 
bien - est égal à ibv^^. Le cube de cr -h bi peut-il être purement imaginaire? 

94. Montrer, sans considérations géométriques, que Ton a, en désignant par 
a, 6, a\ b' des nombres réels. 



v/(a -t- a')»-f-(6 -i- 6')« £ v^rt»-i- 6» 4- y^a'^-h 6'S 
V^( a — a')*-h(^> — b'Y 1 1 v/a*-i- 6*— v/a'*-H ^'* |. 

95. De l'identité (n"9l) 

déduire la proposition suivante : 

Le produit de plusieurs nombres entiers dont chacun est la somme des 
carrés de deux nombres entiers est lui-même la somme des carrés de deux 
nombres entiers. 

%. Quelles sont les racines carrées du nombre \ii — 5? Calculer approxi- 
mativement les racines quatrièmes du même nombre. On calculera les valeurs 



(') On reconnaîtra de suite, après avoir lu le Chapitre suivant, que ces identités 
ne supposent nullement la réalité des nombres x^ y, z. 

T. 17 
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approchées à o,oi près de la partie réelle et du coefficient de i, pour chaque 
racine. 

97. Calculer avec la même approximation les racines cinquièmes de g-r\oL 

98. La condition nécessaire et suffisante pour que la racine carrée de i— jr> 
soit réelle est que x soit réel et appartienne à Tintervalle ( — i, -t- 1), ou que j: 
soit purement imaginaire. Conditions analogues pour que la racine carrée 
de I — x' soit purement imaginaire. 

99. En désignant par k un nombre réel positif, plus petit que i, à quelles 
conditions doit satisfaire le nombre x pour que la racine carrée de 

(i — a:«)(i — X:*a:«) 
soit réelle, pour qu'elle soit purement imaginaire? 



CHAPITRE VII. 

ÉTUDE DES POLYNOMES A COEFFICIENTS ET A VARIABLES IMAGINAIRES. 



§ 1. - DÉFINITIONS. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 

103. Le Chapitre précédent, consacré aux opérations sur les nom- 
bres imaginaires, a montré que les calculs effectués sur ces nombres 
se faisaient d'après les mêmes lois que les calculs sur les nombres 
réels. Les conséquences qui se déduisent de ces lois, établies pour 
les nombres réels, s'étendront naturellement aux nombres imagi- 
naires. 

On a rappelé au n** 27 la définition d'un monôme, ou d'un poly- 
nôme, à variables réelles. Ces définitions s'étendent immédiatement, 
en admettant que les coefficients et les variables puissent être ima- 
ginaires. Chacune des variables x^ y^ z, ... pourra représenter uu 
nombre imaginaire quelconque, c'est-à-dire que sa partie réelle et le 
coefficient de i pourront être des nombres réels quelconques. Les 
coefficients seront des nombres réels ou imaginaires fixes, qui peuvent 
d'ailleurs être représentés par des lettres. Quand on attribue aux va- 
riables des valeurs déterminées, le monôme ou le polynôme prend 
une valeur déterminée que l'on sait calculer par les règles précé- 
dentes. Ainsi le polynôme en x, y, 

(i-h i)x* — ixy -hy — i, 

si l'on attribue à x la valeur i, ky\aL valeur i H- «, prend la valeur i. 

Il n'y a rien à changer à la définition du degré. 

La valeur absolue d'un monôme s'obtient en remplaçant dans ce 
monôme le coefficient et les variables par leurs valeurs absolues. 

La valeur absolue d'un polynôme est au plus égale à la somme de:y 
valeurs absolues des monômes qui le constituent; elle est au plu<y 
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égale à la somme des valeurs absolues de tous les coefficients, si les 
valeurs absolues des variables sont inférieures ou égales à i. Si, dans 
un polynôme, tous les coefficients sont des nombres réels et positifs, 
et si les variables x^y, z^ ... sont assujetties à avoir respectivement 
des valeurs absolues inférieures ou égales aux nombres positifs a, 6, 
c, ..., la valeur absolue du polynôme sera inférieure ou égale au 
nombre positif obtenu en remplaçant les variables .r, ^', z, ... par 
a, 6, c, .... 

Par exemple, le polynôme ao?* -f- 3^^ _^ 2xy -j- ^ -f. i ^ si Ton sup- 
pose I a; I < I , |j^ I < 2, sera moindre, en valeur absolue, que 20. 

C'est surtout des polynômes à une variable que j'aurai à m'occuper: 
d'ordinaire, je désignerai la variable par la lettre 5, et je poserai 
z = X -\- iy\ en désignant par x e\.y des variables réelles. Cette con- 
vention, qui est d'accord avec l'habitude qu'on a de désigner par j:,y 
les coordonnées d'un point, du point qui, suivant les conventions du 
n** 9o, représente -s, n'a évidemment rien de nécessaire. Elle est 
commode en commençant; le lecteur, une fois habitué à l'emploi des 
variables imaginaires, ne craindra pas de les désigner par x^y^ ..., 
ou n'importe quelles autres lettres. 

Une habitude commode, généralisation immédiate de celle qu'on a 
introduite au n" 10, consiste à employer la même lettre ou le même 
symbole pour désigner le nombre imaginaire d'une part et, d'autre 
part, le point dont ce nombre est Taffixe. 

Par exemple, 1 + 2/ désignera à la fois le nombre imaginaire dont 
la partie réelle est i et dont le coefficient de i est 2, ou le point dont 
l'abscisse est i, l'ordonnée 2. S'il y a lieu de craindre quelque confu- 
sion, il suffira, pour l'éviter, de dire le nombre 1 + 2/, dans le pre- 
mier sens, le point 1 -|- 2/, dans le second sens. Cette façon de parler 
s'appliquera naturellement soit aux nombres réels, soit aux nombres 
purement imaginaires. Pour les nombres réels, représentés par des 
points de l'axe des abscisses, c'est la même convention qu'au n" 10. 
Le point O est l'origine des coordonnées. 

Un polynôme 

/(z) = {aQ-\- ibo)z''-\'(ai-h 161 )-5'»-» -h. . .4- a«-h lb„, 

où ao, ^0) • • -9 ^/o 6« sont des nombres réels, est une /onction de la 
variable 5 = x -f- iy, c'est-à-dire que, si l'on se donne la valeur nu- 
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mérique de s (ou plutôt les valeurs numériques réelles clex,y), on sait 
calculer la valeur numérique de /(s) (la partie réelle et le coefficient 
de /). L'étude de la façon dont varie /(s) avec z revient à Tétude de 
la variation simultanée de deux polynômes à coefficients réels en jc, y^ 
quimd ces deux variables varient simultanément. Ces deux polynômes 
s'obtiennent en remplaçant z par x -+- iy, dans le précédent polynôme 
en z, en edecluant les calculs indiqués, et en séparant la partie réelle 
et la partie imaginaire ' f{z) se met alors sous la forme 

©(x, r) et 'K-^, r) sont les deux polynômes en question. 

Au lieu de dire qu'à chaque \aleur de z correspond une valeur de 
f(z)^ il re^ient au même de dire qu'à chaque point z (de coor- 
données Xy y) correspond un point /(s) [de coordonnées ç(jr, ^), 
i(:r, r)], ou que la fonction donnée (le polynôme) définit une 
correspondance entre le point z et le point /(z)^ un mode de trans- 
formation qui permet de passer du point z au point /( z) : étudier la 
fonction, c'est au fond étudier cette correspondance, ou cette trans- 
formation ; on aura, en particulier, à traiter des questions comme 
celles-ci : (|uand le point z décrit un certain lieu, quel est le lieu 
correspondant décrit par le point /{z); quand le point :; est assujetti 
à rester dans une certaine région, dans quelle région le point corres- 
pondant /{z) est-il assujetti à rester? 

104. Considérons quelques exemples simples : 

ri.'. 33. 




Soit d'abord f(z) = z-^ k, \ étant un nombre imaginaire quel- 



262 CHAPITRE VII. 

conque; d'après le n° 97, le point ^ + A se clécluipa du point z en lui 
faisant subir une translation définie par le vecteur qui va du point O 
au point A : En d'autres termes, le vecteur qui va du point z au 
point 5 + A est équipollent au vecleur fixe qui va du point O au 
point A. 

Quand le point z décrit une courbe quelconque, le point 5 + A 
décrit une courbe égale : on passe de la première courbe à la seconde 
par la translation qu'on vient d'expliquer; de même, quand le point z 
est assujetti à rester dans une certaine région, le point s + A est as- 
sujetti par là à rester dans une région égale, qui se déduit de la pre- 
mière par cette même translation. 

Soit /(z) = Kz, Désignons par a la valeur absolue de A : On com- 
mencera par déduire du point z un point z\ homothétique du point z 

Fig. 34. 




par rapport au centre O, le rapport d'homothétie étant a; le point z' 
sera l'image du nombre az\ puis on fera tourner le vecteur qui pari 
du point O pour aboutir au point ^ d'un angle égal à l'argument de A; 
Textrémité du vecteur viendra au point A^ ; c'est ce qui a été expliqué 
au n" 97; le point A.z se déduit donc par une homothétie, définie par 
son centre (le point O ) et son rapport (le nombre positif rt), suivie 
d'une rotation effectuée autour du point O, rotation dont Tangle est 
Targument de A, qui est fixe. Si le point :; décrit une figure quel- 
conque, la figure décrite par le point A:; s'en déduira par une homo- 
tliétie, suivie d'une rotation; ce sera une figure semblable à la figure 
décrite par le point j3, le centre de similitude (le point qui coïncide 
avec son homologue) étant le point O; elle lui serait homothétique si 
A était réel, directement si A était positif, inversement si A était né- 
gatif. Si le point z décrivait, dans le sens direct, un cercle ayant son 
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centre au point O, le point Az décrirait, dans le même sens, un cercle 
concentrique; le rapport des rajons des deux cercles serait a. Si le 
point z était assujetti à rester dans le premier cercle, le point Az se- 
rait assujetti à rester dans le second. 

Soit /(z) = Az-i- B. On déduira le point Az du point z, comme 
on vient de l'expliquer, puis on fera subir à ce point As une trans- 
lation égale au vecteur qui part du point O et aboutit au point B; si 
le point z décrit une figure quelconque, le point As + B décrira une 
figure semblable, mais le centre de similitude ne sera plus le point O. 
Si le point z décrivait, dans le sens direct, un cercle ayant son centre 
en O, et de rayon égal à p, le point As -f-B décrirait, dans le sens 
direct, un cercle ayant pour centre le point B, et un rayon égal k ap, 
en continuant de désigner par a la valeur absolue de A. Si le point z 
était assujetti à rester à l'intérieur du premier cercle, le point As + B 
serait assujetti à rester à l'intérieur du second. 

Soity(s)= s". Désignons par p et par 6 la valeur absolue et l'ar- 
gument de s; la valeur absolue et l'argument de z" seront respecti- 
vement p" et nH; si l'on considère les deux cercles décrits du point O 
comme centre avec les rayons p et p", le point z sera sur le premier, 
le point s" sur le second ; s'il faut faire tourner de l'angle 6 la direc- 
tion positive de l'axe des abscisses pour l'amener à passer par le 
point z, il faudra la faire tourner de l'angle /i6 pour l'amener à passer 
par le point s" . 

Supposons que p, et par conséquent p'*, soit constant, et que le 
point z se meuve sur le cercle de rayon p, le point z" se mouvra sur 
le cercle de rayon p''. Si le point z se meut dans le sens direct, il en 
sera de même du point s" ; si le point z décrit la ^'*"' partie du pre- 
mier cercle, dans le sens direct, le point s" décrira, dans le sens 
direct, le second cercle tout entier; si le point s décrit le premier 
cercle tout entier dans le sens direct, le point s" décrira n fois le 
second cercle, dans le même sens; il passe alors n fois par un point 
quelconque de ce second cercle. Si, pour la position Zq du point s 
sur le premier cercle, le point s'* est au point Zo sur le second cercle, 
lorsque le point z aura décrit sur le premier cercle, à partir de s©, 
la n'*"* partie de la circonférence, le point s" se retrouvera en Zq, ..., 
les n positions du point z sur le premier cercle pour lesquelles le 
point s" coïncide avec le point Zq sont les sommets d'un polygone 
régulier de n côtés inscrit dans ce premier cercle; ils figurent les n va- 
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leurs de z pour lesquelles le nombre z" est égal à Zo, les n racines /i'*"*** 
de Zq , ces résultats sont bien conformes avec ceux des n°* 99, 100. 
Si le point z était assujetti à rester à l'intérieur du premier cercle, le 
point :;" serait assujetti à rester à l'intérieur du second. Les deux 
cercles coïncident si Ton suppose p = i ; le second cercle est intérieur 
au premier si p est plus petit que i, extérieur si p est plus grand 
que i. 

Soit /(s) = \z" ; après avoir déduit le point z" du point z^ on dé- 
duira le point A^" du point z" par une homotbétie, dont le centre 
est le point O, dont le rapport est le nombre a = | A|, suivie d'une 
rotation autour du point O, rotation dont l'angle est l'argument de A. 
Si l'on suppose encore que le ])oint z décrive, dans le sens direct, le 
cercle de rayon p dont le centre est le point O, le point A:;" décrira, 
dans le sens direct, le cercle concentrique, dont le rayon est «p"; il 
le décrira n fois si le point z décrit une fois le premier cercle. 

Soit enfin f{z) =^ Az^-hB. Ayant construit, comme on vient de 
l'expliquer, le point A:;" en partant du point ;:, on lui fera subir une 
translation définie par le vecteur qui va du point O au point B, et 
l'on aura ainsi le point A^^'+B. Si l'on suppose toujours que le 
point z décrive, une fois autour du point O, le cercle de rayon p, 
dans le sens direct, le point A3"-hB décrira n fols, dans le sens 
direct, le cercle déduit du point B comme centre avec le rayon ap", 
en passant n fois par chaque point de ce cercle; si le point z est 
assujetti à rester à l'intérieur du premier cercle, le point A:;" H- H 
sera assujetti à restera l'intérieur du second. 



§ 2. - ÉTUDE D'UN POLYNOME POUR LES VALEURS. DE LA VARIABLE 
VOISINES D'UNE VALEUR DONNÉE. 



lOo. Soit maintenant 

/(z) = Ao-+- Ai^ -h A2^2^. . .-h XnZ", 

un polynôme en z^ ordonné suivant les puissances ascendantes de z, 
que l'on veut étudier pour les valeurs de z voisines de o. Désignons 
par p la valeur absolue de :; et par ao, «i, ...,«/! les valeurs abso- 
lues des coefficients Ao, A|, A2, ..., A„ ; La valeur absolue de/(v) 
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sera au plus égale au nombre «o + ^ip H- • • • + ^«0", au nombre 
So= <7o -h ^1 + • • • H- ^/M si p est inférieur ou égal à i . L'expression 
«o-f"«ip+... est un polynôme en p à coefficients réels et positifs; 
on sait comment elle varie avec p. 

Si, en particulier, les premiers termes du polynôme /(s) manquent, 
si ce polynôme commence par le terme A^g'', on pourra Técrire 

zP(Kj,-^ A,,^,;: -h. . .-!- A^z'»-/'). 

Supposons p inférieur ou égal à 1 , la valeur absolue du polynôme 
qui multiplie 3" sera au plus égale à Syt,= ap-f- ap^^-\- . . . -f-a„; 
la valeur absolue du polynôme proposé sera au plus égale à S^ r^P ; si 
Ton veut qu'elle reste inférieure à un nombre positif e, arbitraire- 
ment donné, il suffira de prendre 



'<V~k 



Revenons au polynôme 

/<5) = Ao-h Ai5-i- As^î-h..., 

en supposant toujours qu'on ne considère que des valeurs de ;; voi- 
sines de o; de même que dans le cas où il ne s'agit que de variables 
réelles, les expressions 

Ao, Aq-- A|-3, Aq-!- Ai5 ~ A*^', ... 

constituent des expressions approchées Ae f{z). Considérons par 
exemple la dernière : la difl'érence f{z) — (Ao+ A, z -f- Aa^-*) n'est 
autre chose que le polynôme, commençant par un terme en 5-*, 

Aa^'-f- Av>3*-^. . .-f- A^j", 

dont la valeur absolue, pourvu qu'on ait j^l^i, est au plus égale 
à Sjû', et reste inférieure à e si l'on suppose p < K/'^ ' 
Notons encore que le polynôme f(z) pourra être mis sous la forme 

f(z) = \o-\- Aiz -^ \iZ^-h Mz^, 
M étant un polynôme en z dont on sait que la valeur absolue, pourvu 
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que la valeur absolue de z reste inférieure à un nombre positif fixe, 
reste elle-même inférieure à un nombre positif fixe que l'on sait cal- 
culer. 

En particulier, pourvu que z soit suffisamment voisin de o, la 
différence entre /(5) et Aq est petite en valeur absolue : le point /(f) 
est aussi voisin qu'on le veut du point Aq, avec lequel il se confond 
quand z est nul, pourvu que le point z soit suffisamment voisin du 
point O : c'est ce qu'on exprime en disant que le polynôme /(:?) est 
une fonction continue de z^ pour z = o. Pourvu que p soit moindre 

8 

que ^? on a 

|/(z)-Ao|<£, 

et le point f{z) reste à l'intérieur d'un cercle décrit du point A^ 
comme centre avec un rayon égal à e. Supposons que Aq ne soit pas 
nul; on a pu alors choisir e < «o? dans ces conditions le point O est 
extérieur au cercle de rayon e décrit de A© comme centre; le 
point f{z) ne peut donc venir au point O : En d'autres ternies, s'il 
y a un terme constant dans un polynôme, ce polynôme ne peut s'an- 
nuler lorsque la valeur absolue de z reste inférieure à un nombre 
positif que l'on sait fixer. 

Un polynôme^ dont tous les coefficients ne sont pas nuls et qui 
s'annule pour ^ = o, ne peut être nul pour les valeurs de z suffisam- 
ment voisines de o. 

Un polynôme, dont tous les coefficients ne sont pas nuls, ne peut 
être nul pour toutes les valeurs de ;;. Deux polynômes ne peuvent 
prendre les mêmes valeurs pour toutes les valeurs de z sans être 
identiques terme à terme (n** 33). 

106. Je vais maintenant montrer que si un polynôme f{z) contient 
un terme constant Aq, on peut trouver des valeurs de ;:, aussi voi- 
sines de o qu'on le veut, telles que, pour ces valeurs, on ait 

l/(^)|<|Ao|. 

Cette proposition nous sera utile un peu plus loin. 

Par hypothèse, le polynôme, ordonné suivant les puissances ascen- 
dantes de z^ commence par un terme constant A© ; il peut manquer 
ensuite plusieurs termes; je suppose que le premier terme (non nul) 
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20- 



qui suive Ao soit ApZP'jle polynôme peut se réduire à ces deux termes 
et avoir la forme Aq+ ApZP; s'il y a d'autres termes, on pourra dans 




tous ces termes mettre zP'^*, au moins, en facteur et écrire le poly- 
nôme sous la forme 

Z = Ao-r- XpZP-h M5/'-»-»; 

je ne considérerai que des valeurs de z telles que Ton ait |-5 | < i ; 
alors la valeur absolue du polynôme M restera inférieure à un nombre 
positif fixe nij à la somme des valeurs absolues de ses termes, j)ar 
exemple. Je continuerai de désigner par a^, ap^ p les valeurs ab- 
solues des coefficients A©, A^ et de la variable z. 
Quand z est petit en valeur absolue, les expressions 

Ao, Zi= Ao-+- Ay,^/' 

constituent des expressions approchées de Z. Lorsqu'on donne à z 
une valeur numérique, la valeur absolue de la différence entre les 
deux nombres Z| et A©, la distance entre les deux points Z| et A,» 
est égale à apoP] on peut la supposer moindre que Uq] il suffit de 

prendre pour cela p << 1/—; Terreur commise en su])stituant Z, àZ, 

c'est-à-dire M^/*"*"*, est moindre en valeur absolue que /?ip/'"*"* ; en 
d'autres termes, la distance entre les deux points Z| et Z est moindre 
que mo/*"*"*; on peut la supposer moindre que OpoP; il suffit de 

prendre p < — ^î j^ supposerai p inférieur au plus petit des nombres 
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positifs 






«0 



d'ailleurs aussi petit qu'on le voudra. 

Supposons que le point z décrive, dans le sens direct, un cercle de 
rayon p, et dont le centre soit le point O : le point Z, décrira /) fois, 
dans le sens direct, un cercle (C) dont le centre sera le point Ao el 
dont le rayon appP sera moindre que «qi ^^^ sorte que le point O sera 
certainement extérieur au cercle (C). 

Soit K le point du cercle (G) situé entre O et Au sur la droite qui 
joint ces deux points. Quand le point Z, est en K (il y passe/? fois), 
le point Z, dont la distance au point Z| est toujours moindre que \o 
rayon de (C), se trouve alors à l'intérieur d'un cercle décrit de K 
comme centre avec un rayon moindre que le rayon de (C) : ce cercle, 
de centre K, sera donc intérieur au cercle décrit du point O comme 
centre avec un rayon égal à Oq', cela revient à dire que le point Z 
est à une distance du point O moindre que «o? ou que la valeur 
absolue du nombre Z est moindre que «o» lorsque le point z est dans 
l'une des p positions pour lesquelles Z, est en K. 

107. Lorsqu'on veut étudier un polynôme 

pour les valeurs de z voisines d'un nombre donné 5q, on ramène 
(n"'' 3o, etc.) celte étude au cas où la variable est voisine de o, en 
posant z=z Zo-{- A, puis en ordonnant le polynôme 

f(zQ-^h) = Ao-h A,(.So-H h)-h X^(zo-^ A)*-^...-!- Xni^o ^ ^)", 

suivant les puissances ascendantes de h ; h sera alors regardé comme 
une variable imaginaire, petite en valeur absolue. Les résultats du 
Chapitre II, fondés uniquement sur les règles relatives à l'addition et 
à la multiplication, s'appliquent sans changement. Si l'on désigne par 

/'(;;) = A,-i- 2 A,;î _|- 3 Ao^»--. . .4- n\,,z"-K. 
/'(;!) = i.2Aj4-9..3A2 5-4-...-h(/i — i)/iA«5«-», 

fp'(z) = i.2.../?A/,-f-'^..3...(/7-M) A^4-i--^... 
-h {n — p -h i) ( n — p -h 1) , . , n \,t z'^-p^ 



/^"^{Z)=:l,'2,,,n\n, 
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les n dérivées du polynôme /(s), donl la n'*"" est une conslante, on a 

/{^,-H h) =/(z.)+ /l^'/, -*- /li^> /,. + . .. 
I .2 . . ./> I .2. . ./£ 

OU, si l'on veut, 

I . A . . . /I 

en désignant par /(:;„), /'(^o), ... les valeurs des polynômes /(s), 
/'{^)j ...? quand on y remplace z par :;o- Si h est petit en valeur 
absolue, si z reste voisin de Zq^ la valeur de /(z) resle voisine 
de /{zq)^ aussi voisine qu'on le veut, pourvu que la valeur absolue 
de h soit suffisamment petite : c'est ce qu'on exprime en disant que 
le polynôme est une fonction continue de 5, pour z = Zq- 

Si le polynôme /(z) s'annule pour z = :;o5 -^o ^st une racine de ce 
polynôme; l'ordre de multiplicité de cette racine est la plus haute 
puissance de h que l'on puisse mettre en facteur dans le polynôme 
/(^oH- fi) ordonné suivant les puissances de h ; c'est le degré du pre- 
mier terme de ce polynôme qui n'est pas nul; pour que z^ soit une 
racine d'ordre de multiplicité p du polynôme /(z)^ il faut et il 
suffit que ce polynôme s'annule pour z = Zq ainsi que ses p — i pre- 
mières dérivées, et que la ^'*"® dérivée ne s'annule pas. Si l'ordre de 
multiplicité /?, défini comme plus haut, était égal à i, la racine Zq 
n'est pas multiple; elle est simple; dans ce cas la dérivée /'(s) ne 
s'annule pas pour z = Za- Si Zo est une racine d'ordre de multiplicité/? 
pour le polynôme f{z)^ c'est une racine multiple d'ordre p — i 
pour /'(.s); puisque les/? — 2 premières dérivées du polynôme/' (5) 
s*annulent pour z = Zq, et que sa (p — i )'*"® dérivée ne s'annule pas ; 
elle est d'ordre/? — 2 pour f"{z)^ d'ordre i (une racine simple) pour 
f^P'^\z)\ ce n'est pas une racine pour f^P^{z). On peut mettre 
alors le polynôme f{z) sous la forme /(z) = {z — Zo)P^{z), o{z) 
étant un polynôme qui ne s'annule pas pour 5 = >So- Réciproque- 
ment, si l'on peut mettre /(s) sous cette forme, le polynôme o{z) 
ne s'annulant pas pour z = Zoj on peut affirmer que Zq est une ra- 
cine de /(^), d'ordre de multiplicité/;. Si z^ est une racine de/(5)^ 
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iuilre que >3o, ^i est une racine de ©(^), elle est du même ordre de 
multiplicité dans/(^) et dans f (^). 

Si le polynôme f{z) ne s'annule pas pour 5 = ^05 il ne s'annule 
|3as non plus pour les valeurs de z suffisamment voisines de Zq ; mais 
-on peut, d'après le numéro précédent, trouver de telles valeurs pour 
lesquelles on ait 

l/(^)l< 1/(^0) |. 

108. Considérons maintenant les valeurs de la variable qui sont 
Jurandes en valeur absolue. Pour de telles valeurs, le polynôme est 
Jui-méme très grand en valeur absolue. 

Supposons, en effet, que ce polynôme soit de degré /i; en l'ordon- 
xiant suivant les puissances descendantes de z on pourra l'écrire 

f{z) = hozn^ B,^«-t-f-. . .>+- B„_i^ -h B^ 

Le polynôme entre crochets, dans le dernier membre, est un poly- 
nôme en -» ordonné suivant les puissances de -» dans lequel le 
premier terme Bo n'est pas nul. 

On peut choisir la valeur absolue p de z assez grande, ou la valeur 
absolue - de - assez petite, pour que la différence entre le polynôme 

-en - qui est entre crochets et son premier terme Bo soit moindre en 
valeur absolue que tel nombre positif e que l'on voudra. Dans 
ces conditions la valeur absolue de /(^) sera supérieure à p"(6o — ^)? 
-en désignant par b^ la valeur absolue de Bo, que l'on peut supposer 
plus grande que e. Or, il est clair que, pourvu que p soit assez grand, 
Ja valeur de p"(6o — s) peut dépasser tel nombre positif que l'on 
voudra. 

On voit, en particulier, que, lorsque le points est à l'extérieur d'un 
cercle décrit du point O comme centre avec un rayon suffisamment 
^^rand, le polynôme f(^) ne peut pas s'annuler. 

§ 3. - EXTENSION DE DIVERS RÉSULTATS. 

109- La formule du binôme (n® 43) s'applique aussi bien, qu'il 
«'agisse de nombres réels ou de nombres imaginaires. On peut, en 
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particulier, l'appliquer au développement de (a -\- bi)"^ en supposant 
que a, b soient réels; on trouve ainsi 

{a-hbi)»= A -h Bt, 
V et B étant des nombres réels définis par les formules 

les coefficients numériques C^, Cj, . . . ont été définis au n" 43. Les 
derniers termes de A, B sont respectivement 

// n 

(— i.)^6'S — (— i)'«na6'»-«, 
si n est pair et 

(—1) « /ia^»«-», — (— i) * A'*, 

si n est impair. 

En prenant en particulier a = cos8, 6=sin9 et en se rappelant 
(n" 97) la formule de Moivre 

(ces 6 -h t sin6)«= cos/iô -4- i sinnO, 

on obtient les relations 

J cos/ie = cos«e — Cf cos«-«0 sin«e H- Cî ces'*-* 6 sin*6 — . . ., 
\ sin^e = Cf cos«-isinO — C;cos«-»Osiii»0-f-..., 

dont les seconds membres sont des polynômes homogènes en cos^ 
et sinô. 

En posant cosO = x, on a 

sin 8 = ± /i — a?', 

et Ton reconnaît, puisqu'il n'entre dans le développement de cos/iO 
que des puissances paires de sinO, dans le développement de sinO que 
des puissances impaires, que cosnO est un polynôme en^ et que sin/zO 
est un polynôme en x multiplié par ^ i — x^] ces deux polynômes 
sont de degrés respectifs n el n — i ; les coefficients numériques des 
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termes du plus haut degré sont respectivement 

Co-^C,-hCv-4-..., 
Ci -h Cj-h Cs-H..., 

c'est-à-dire qu'ils sont tous deux égaux à 2" * (n" 43). 

Enfin, en divisant membre à membre les égalités (2) et en di\isant 
par cos"6 les deux termes de la fraction que Ton obtient alors au 
second membre, on trouve 

Cy tanjrO — Cf; tanjç'e -f- G? tan-^O — . . . 
^ I — GJ tang*6-T- Cï taiig»0-4-... ' 

tang/id est une fraction rationnelle en tangO. 

En combinant la formule de Muivre avec celle qu'on en déduit en 
changeant h en — 6, on voit qu'on peut aussi écrire 

(cosO -h isinO)«-4-(cosO — isinQ)" 
cosnO = ^^ i-, 

^ (cosO -H isinO)" — (cos6 — tsin6)« 
21 
(i -h ttans[0)«-.(i— itangO)'* 
^ i[(n- t tangOy»-H (1 — i tangO) * I 

110. La théorie de la division des polynômes ordonnés s'étend 
sans aucun cliangement aux polynômes à coefficients et à variables 
imaginaires, puisqu'elle est fondée uniquement sur des règles de cal- 
cul qui s'appliquent aussi bien aux nombres imaginaires qu'aux 
nombres réel a. 

On appelle fonction rationnelle de z ou fraction rationnelle en z 
une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont des poly- 
nômes en z. Les explications qui précèdent suffiront au lecteur pour 
étendre à ces fractions la plupart des propriétés qui ont été établies 
au Chapitre IV; il verra de suite, en particulier, comment, lorsque le 
dénominateur ne s'annule pas pour 5 = 0, on obtient des polynômes 
simples qui représentent, avec telle approximation que l'on veut, la 
fraction rationnelle; une fraction rationnelle est continue pour toute 
valeur de z qui n'annule pas le dénominateur. Si z^ est une valeur 
de z qui annule le dénominateur sans annuler le numérateur, la fonc- 
tion est très grande en valeur absolue pour les valeurs de z suffisam- 
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ment voisines de Zq ; il en est de même si Zq annule le numérateur 
comme le dénominateur, lorsque Zq est pour le dénominateur une 
racine d\)rdre de multiplicité plus grand que pour le numérateur. On 
(lit alors que la fonction est infinie pour z = Zq^ et que>3o est un pôle 
cle cette fonction; Tordre de multiplicité du pôle est la différence des 
ordres de multiplicité de Zo considéré comme racine du dénominateur 
el du numérateur. Si Zq n'était racine que du dénominateur, Tordre 
de multiplicité du pôle serait Tordre de multiplicité de z^ considéré 
comme racine du dénominateur. Si Tordre de multiplicité du pôle Zq 
était I, ce pôle ne devrait pas être regardé comme multiple, mais bien 
comme simple. 

Si -So est un pôle d'ordre de multiplicité /?, il existe un polynôme 

en ~— — » de degré/?, sans terme constant, el, par conséquent, de la 

forme 

Aq _^ Ai ^.. ^_ ^f-^ 

tel que la différence entre la fraction rationnelle et le polynwme peut 
être regardée comme une fonction continue de z pour z = Zq] ce poly- 
nôme en » qui est d'ailleurs unique, se calcule comme il a été 

expliqué au n" Go. Je continuerai de le désigner comme la partie de 
la fraction qui devient infinie pour z = Zq^ Le coefficient A^_< du 

terme en s'appelle le résidu du pôle Zq. 

La théorie de la décomposition en éléments simples d'une fraction 

ralionnelle de la forme •^ \ i -r subsiste sans chan- 

i^z—a)^(z — b)P..Az — /)> 

gements. 

H en est de même pour les théories de la divisibilité des polynômes, 
du plus grand commun diviseur, du plus petit commun multiple 
de deux ou plusieurs polynômes. Toutefois l'introduction des nombres 
imaginaires modifie profondément la notion de polynôme premier 
telle qu'elle a été présentée au n° 80. 

On y considérait alors comme premier tout polynôme qui ne pou- 
vait se décomposer en un produit de polynômes : tel était par exemple 
le polynôme j?^ -h i , impossible à décomposer lorsqu'on ne considère 
que des polynômes à coefficients réels, qui est égal au produit des 
facteurs du premier degré x — «, ^ -f- «', quand on introduit les 
T. i8 
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nombres imaginaires. On verra tout à l'heure qu'au point de vue où 
nous sommes, les seuls polynômes indécomposables sont les poly- 
nômes du premier degré. 

§ 4. - THËORÈME FONDAMENTAL DE L'ALGÈBRE. 

111. La proposition connue sous ce nom peut s'énoncer sous la 
forme suivante : 

Tout polynôme en z du fie gré n est le produit de n facteurs du 
premier degré en z, à coefficients réels ou imaginaires, 

La démonstration de cette proposition se ramène aisément à la dé- 
monstration de la suivante : 

Tout polynôme en z à coefficients réels ou imaginaires admet au 
moins une racine réelle ou imaginaire. 

.\vant d'indiquer une démonstration de cette dernière proposition 
il convient d'en rappeler le sens précis. 

Soit 

/( * ) = ( ao -4- 6o * ) s" H- ( ai -h 6, i) -s"-» h- . . . h- ( a^ -H *« « ) 

un polynôme en z du degré n donl les coefficients sont les nombres 
complexes ao-l-6o'> a, -h 6, «, . . ., an-\-bni^ (Iq, a,, . . ., a«, 
bo, 6|, . . ., b„ étant des nombres réels; je n'exclus pas le cas où, b^, 
6<, . . ., b„ étant nuls, les coefficients seraient réels. 

Le théorème précédent veut dire qu'ilexiste un nombre ^, = J7, -f-y^i, 
ou plutôt deux nombres réels Xi, y^ tels que si l'on remplace dans 
f{z)z par x^ -\- iy^^ et que l'on effectue les calculs d'après les règles 
du Chapitre précédent, le résultat soit nul, la partie réelle et le coeffi- 
cient de i étant nuls séparément. 

On peut encore présenter les choses ainsi : dans/(^) remplaçons z 
par X -h «y, en désignant par j: et^ deux variables réelles. 

Le polynôme y(^) prendra la forme (n** 103) 

f{z) = <p(jr, y) 4- i^{x, y) 

en désignant par cp(j7, j^) et tj/(.r, y) des polynômes à deux variables 
réelles x^y et à coefficients réels. La proposition énoncée veut dire 
qu'il y a un couple de nombres réels x<, yt qui annulent les poly- 
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nomes o(^,y), '^{^^ y) ou encore que les deux équations, à coeffi- 
cients ree/s 

?(a^, r) = o, ^(x,y) = o, 

admettent une solution réelle :f = ^, , ^ = y, . 

112. La démonstration que je donnerai de ce théorème repose sur 
le postulat suivant que je prierai le lecteur d'admettre : il est d'ailleurs 
susceptible d'une démonstration parfaitement rigoureuse : c'est un 
cas particulier d'une proposition beaucoup plus générale. 

Soit g (a?, y) un polynôme à deux variables réelles x, y et k coeffi- 
cients réels; parmi les couples de valeurs (réelles) de x, y qui satis- 
font à la condition a:^-|-^^^R^, où R est un nombre positif donné, il 
y en a un J74 , y^ qui fait acquérir au polynôme g{x^ y^ une valeur 
minimum ^(^« ? J^i ) • c'est-à-dire que, pour tous les couples de valeurs 
de x^ y qui vérifient l'inégalité précédente, on a certainement 

gixuy\)'kg{3c,y\ 

En d'autres termes, à l'intérieur du cercle (C) décrit de l'origine des 
coordonnées comme centre, avec le rayon R, ou sur la circonférence 
de ce cercle, il y a un point dont les coordonnées vérifient l'inégalité 
précédente. 

La démonstration rigoureuse de ce théorème repose essentiellement 
sur ce qu'un polynôme est une fonction continue des variables qui y 
figurent : elle s'étend par conséquent aux fonctions continues autres 
que les polynômes. Quant au théorème lui-même, il paraît peut-être 
au lecteur plus évident qu'il n'est en réalité : on sentira bien la néces- 
sité de cette démonstration que je supprime, en observant que la pro- 
position cesserait d'-être vraie si l'on remplaçait l'inégalité x^ 4-y*$R* 
par l'inégalité x^-\- y^<^ R^, et ce dernier point est assez clair, puis- 
qu'il peut arriver que ce soit précisément pour un couple de valeurs 
X\^yK vérifiant la condition a?^-|-^J = R^ [pour un point situé sur 
la circonférence du cercle (C)], quele polynôme atteignela plus petite 
valeur possible. 

Quoi qu'il en soit, si l'on admet ce postulat ( * ), la démonstration de 



(* ) J'aurai l'occasion d'admettre plus tard la proposition analogue pour les fonc- 
tions contiDues à une seule variable {Introduction^ p. 287). 
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l'exislence d'une racine pour le polynôme 

/(3)= («0-+- 60 0^"-^ (aI-+-/''lÔ^'*~*-^-•••-^- ««-+-^«* 

repose sur ce que, dans le voisinage de chaque valeur ;; qui n'annule 
pas /(s), il y a des valeurs de z pour lesquelles on a |/(s) K |/(si)| 
(n«» 105, 107). 

Le postulai qu'on vient d'énoncer va être appliqué, en choisissant 
convenablement le cercle (C), au polynôme 

où C5(.r,y), ^{01^^ y) sont les polynômes à coefficients réels et à va- 
riables réelles que l'on déduit du polynôme /(s) quand on remplace 3 
par X -h iy, et qu'on sépare la partie réelle et la partie imaginaire, 
ainsi qu'on l'a expliqué au numéro précédent : le polynôme g{x^ y) 
représente le carré de la valeur absolue de /(s), pour 5 = x -f- iy^ ou, 
si l'on veut, le carré de la distance à l'origine du point /(s). Dire 
qu'il y a un point, de coordonnées jJj, Vi, situé soit à l'intérieur, soit 
sur la circonférence de (C) tel que l'on ait gi^h-i y\)%s{x^ y) 
pour tous les points de coordonnées x, y^ situés soit à l'intérieur 
de (C) soit sur sa circonférence, revient à dire qu'il y a un point 
2, = j7, -f- /^i, situé à l'intérieur ou sur la circonférence de (C), tel 
que l'on ait, pour tous les points z = x -^ iy situés à l'intérieur ou 
sur la circonférence de (C), |/(^i) \%\f{z) |. Ceci posé, soit z' une 
valeur quelconque de z qui n'annule pas /(s); soit P un nombre 
positif quelconque supérieur à \J\z')\\ soit R un nombre positif^ 
tel que l'on ait 1/(2) | > P, si la valeur absolue de z est égale ou 
supérieure à R. On a montré, au n" 108, comment, lorsqu'on se 
donnait le nombre P, on pouvait déterminer R. On va prendre 
pour le cercle (C) le cercle de rayon R, dont le centre est à l'ori- 
gine. Pour tout point z situé à l'extérieur ou sur la circonférence 
de (G), on a 1/(5) | > P; tous les points z pour lesquels on a|/(z))<P 
sont donc à l'intérieur de (G); tels sont en particulier le point 5', les 
points z pour lesquels on a | /(s) |;^(/(s') |, le point z^ défini plus 
haut; pour ce point la valeur absolue de/(5| ) est certainement infé- 
rieure ou égale à \f{z') |, puisque le point z' est à l'intérieur de (C). 
Il en résulte que/(3,) est nul; si, en effet, /(^^ ) n'était pas nul, il 
y aurait un point z pour lequel on aurait \f[^z) \<i\f{zi). Gette iné- 
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galilë entraîne \/{z) \ < P, elle exige donc que le points soit à l'inté- 
rieur de (C); mais alors elle contredit la supposition en vertu de la- 
quelle on a \/{Zi ) I ^ I /(z) I pour tous les points z situés à Tintérieur 
de(C). 

Il faut donc que l'on ait /(s, ) = o, ou 

?( ^i7 r» ) = 01 4'(^ii ri ) = 01 
et la proposition énoncée est établie. 

113. On va maintenant montrer que tout polynôme du degré n à 
coefficients réels ou imaginaires est le produit de n facteurs de la 
forme z — a^ où a est un nombre réel ou imaginaire, et d'un facteur 
numérique égal au coefficient de z" dans le polynôme. 

Soit en effet 

/{z)= Ao-s»-!- AiZ«->-h...-h An-i^-h A„ 

le polynôme proposé. En vertu du numéro précédent il admet une 
racine z^ ; il est donc divisible par z — z^; le quotient est un po- 
lynôme y, (z) de degré n — i , qui commense par le terme A© s""* ; ce 
polynôme /i (s) admet lui-même une racine Z2; il est divisible par 
z — 32? et le quotient est un polynôme du degré n — 2 qui commence 
par le terme AqZ"''^; en continuant ainsi, de proche en proche, on 
arrive à un polynôme /„_! du premier degré qui commence parle 
terme A.© 3 et que l'on peut écrire A© (5 — z„) en désignant sa ra- 
cine par z„ ; la suite d'égalités 

/(Z) =(z-z,)/i(z), 
f,(z) =(z-z.)Mz), 



/„.-,(^) = A.q(z — z„h 



en remplaçant dans la première /« (z) par (5 — Z2)/2(z)j puis dans 
le rësultat/2(3) par (3 — Z:i)f^{z)^ ..., entraîne l'identité 

que l'on avait annoncée. 

Rien ne suppose dans le raisonnement précédent que les nombres 
^ii Z21 •••? Zn soient distincts. Si l'on désigne par a, 6, ..., / les 
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nombres difiérenls qu^on peut tirer de la suite 5|, ^2, ..., z„; si 
l'on suppose que a figure a fois dans cette suite, que b y figure 
P fois, . . . , que / y figure X fois, on peut écrire Fidentité précédente 
sous la forme 

(i) /(z) = \o(^ — a)<*(z — b)J>...{JS — l)><; 

les nombres a, p, . . ., X sont des nombres naturels; mais rien n'em- 
pêche qu'ils soient égaux à i ; on a d'ailleurs 

a-HP-H...-i-X = n. 

Supposons qu'on se donne un polynôme y( 3), c'est-à-dire qu'on 
se donne ses coefficients, et qu'on l'ait mis sous la forme précé- 
dente. 

On voit, puisqu'un produit ne peut être nul sans qu'un de ses fac- 
teurs soit nul, que le polynôme /(z) ne peut s'annuler que pour les 
seuls nombres a^ b^ c, . , ,^ /, qui sont en nombre au plus égal à /i. 

On voit aussi que le polynôme /(z) ne peut être mis que d'une 
seule façon sous cette forme, où tout est déterminé, les nombres a, 6, 
c, ..., /, qui sont les racines distinctes de /(z), les exposants a, 
P, ..., X, dont chacun indique l'ordre de multiplicité de la racine 
correspondante, le facteur constant A, nécessairement égal au coeffi- 
cient de 3" dans le polynôme f{z). 

Au reste, on pourrait invoquer encore le théorème du n" 80, sur 
l'impossibilité de décomposer de deux façons différentes un polynôme 
en un produit de facteurs premiers : ces facteurs premiers sont ici, 
comme on l'a dit plus haut, les polynômes du premier degré. 

Un polynôme de degré n ne peut s'annuler pour plus de n valeurs 
distinctes de la variable. 

Si l'on sait d'un polynôme en z qu'il n'est pas de degré supérieur 
à /i et qu'il s'annule pour plus de n valeurs distinctes de 2, on peut 
affirmer que tous ses coefficients sont nuls, car, si l'un de ces coeffi- 
cients n'était pas nul, le polynôme serait d'un certain degré /9 < /i, 
ou bien il se réduirait à une constante, dans le cas où tous les coeffi- 
cients seraient nuls, sauf le terme constant. Dans le premier cas il ne 
pourrait s'annuler pour plus de p valeurs distinctes de z ; dans le se- 
cond cas, il ne serait jamais nul. 

Deux polynômes en z du degré n au plus ne peuvent prendre des 
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\aleurs égales pour plus de n valeurs distinctes de z sans être iden- 
tiques terme à terme, puisque leur différence est un polynôme en z 
de degré n au plus qui s'annulerait pour plus de n valeurs de la va- 
riable. En d'autres termes, il n'existe qu'un polynôme de degré infé- 
rieur ou égal à n qui prenne n -\- \ valeurs données pour n -f- i valeurs 
données distinctes de la variable. 

On a appris à former ce polynôme au n ' 67, dont les conclusions 
s'étendent immédiatement au cas d'un polynôme à coefficients et à 
variable imaginaires. 

114. Lorsqu'un polynôme a ses coefficients réels, à chaque racine 
imaginaire de ce polynôme correspond une racine imaginaire conju- 
guée, pour laquelle l'ordre de multiplicité est le même. 

Soit 

/(;;)= Ao^«-+- A.-s'*-* -h. . .-h An, 

le polynôme donné dans lequel les coefficients Ao, A«, . . ., A„ sont 
réels; supposons-le, en désignant par Zi, z^, . . ., Zn ses racines, 
chacune étant répétée autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre 
de multiplicité, mis sous la forme 

dans cette identité, qui a lieu quel que soit ^, regardons z comme un 
nombre réel; /(-s) est alors un nombre réel. 

Désignons par 3 p s!», ..., 5^Jes nombres conjugués de 5|, ^2, ..., 2/|. 

Le nombre Ao(5 — ^\){^ — ^2)"*'(^ — ^//) ^^^ '^ nombre conjugué 
du nombre Ao(5 — s* ) (s — ^2)... (-5 — z,i) (n"91) : comme le dernier 
nombre est réel, le premier lui est égal ; l'égalité 

\^{Z — Zy){z — Zi) . , .{z — Zn)= Pi^aiZ — Z\){Z ^ z',) . . ,{Z — Z',^), 

devant avoir lieu pour toutes les valeurs réelles de 5, est une identité 
en z. En d'autres termes, le polynôme f{z) peut aussi bien être mis 
sous la seconde forme que sous la première. Tout facteur qui se 
trouve dans un membre doit se trouver dans l'autre et le même 
nombre de fois. Cette remarque n'apprend rien pour ce qui con- 
cerne les racines réelles, identiques à leurs conjuguées. Mais si -3j, 
par exemple, est une racine imaginaire d'ordre de multiplicité a, 
c'est-à-dire s'il y a dans le premier membre a facteurs identiques 
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k z — ^j, il y en a le même nombre a qui sont identiques à z — z\; 
en d'autres termes le polynôme admet le nombre z\^ conjugué de 3,, 
comme racine du même ordre de multiplicité que z^. 

11 est alors naturel de grouper ensemble les facteurs qui corres- 
pondent à deux racines conjuguées a -\-bi, a — bi; le produit 

(z — a — bi)(z — a -h bi) 

de ces deux facteurs est égal à 

(z — a )* -H A* = a* — aa^ -h a* H- 6» ; 

c'est le trinôme du second degré en s à coefficients réels, dont les 
racines sont a 4- bi^ a — bL En faisant de même pour chaque couple 
de racines conjuguées, on voit que tout polynôme /(^) peut se mettre 
sous forme d'un produit de facteurs réels; les uns sont du premier 
degré, ils correspondent aux racines réelles; les autres sont des tri- 
nomes du second degré à racines imaginaires ; chacun d'eux a pour 
racines un couple de racines imaginaires conjuguées du polynôme 
proposé. Si, par exemple, le polynôme f{z)^ du degré /?, à coeffi- 
cients réels, admet /• racines réelles 5,, Zj, . . ., 2^ et 2 5 racines imagi- 
naires, conjuguées deux par deux, et si l'on désigne par 

Z^-irpxZ-^qx, z^^ptZ-Jirqi, ..., ««-+-/>.<-« -4- ^„ 

les trinômes du second degré dont chacun admet comme racines un 
des 5 couples de racines imaginaires conjuguées, le polynôme peut se 
mettre sous la forme 

kQ(z — Zx)(z^z^),,,{z — Zr)iz^-\-pxZ->rqx){z^-^p^^z-\-qt). ,.(s^-^-pfZ-^q,). 

Ao est touj(»urs le coefficient de z" dans /{z). Ici encore, on ne 
suppose pas que les facteurs du premier degré ou ceux du second 
soient nécessairement distincts : chacun figure autant de fois qu'il y 
a d'unités dans l'ordre de multiplicité de la racine correspondante, si 
elle est réelle, dans l'ordre de multiplicité commun aux deux racines 
conjuguées, s'il s'agit d'un facteur du second degré. 

Ici encore, tout est déterminé dans ce mode de décomposition, 
lorsqu'on suppose que les facteurs du second degré n'ont pas de 
racines réelles. Au reste, on peut encore invoquer l'impossibilité de 
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décomposer de deux façons un polynôme en facteurs premiers. Si 
Ton se place en effet au point de vue des nombres réels, si l'on ne 
veut considérer que des polynômes à variables réelles et à coefficients 
réels, il est clair que les facteurs du premier et du second degré qui 
figurent dans la formule précédente doivent être regardés comme des 
facteurs premiers. 

115. La recherche des racines d'un polynôme donné /(j:) est iden- 
tique à la recherche des solutions de l' éq nation /( 3)== o, ou, comme 
on dit, à la résolution de cette équation. 

On sait effectuer cette résolution dans le cas où l'équation est du 
premier ou du second degré ; dans ce dernier cas, en effet, la mé- 
thode que l'on enseigne dans les Éléments s'applique, que les coef- 
ficients soient réels ou imaginaires; on a à extraire une racine 
carrée, ce que l'on a appris à faire au n** 93. 

Soit par exemple à résoudre l'équation 

-«* — ( 2 H- t ;^ -4- 3 -4- / = o; 
on trouvera 

2 

les deux racines sont 

, 2 H- t -h 3 1 

Z = = H- 2 1, 

2 

, 2 -4- £ -+- 3 t 

Z = = I — i, 

2 

et l'on peut écrire l'identité en z 

z^ — {i -+- i)z-h 3 -4- t =(«5 — 1 — ii){z — 1-4- i). 

H6. On sait encore effectuer la résolution pour une équation 
binôme, c'est-à-dire pour une équation de la forme x" — A = o, c'est 
le problème qui a été traité aux n"* 99, 100, etc. Bornons-nous au cas 
ou A est égal à i . 

Les n racines de l'équation 

^^ — I = o 
ou les n racines /i^^™*» de l'unité s'obtiennent (n" 100) en donnant 
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à A", dans l'expression cos h / sin » n valeurs consécutives. 

Elles sont toutes simples, puisqu'il y en a /i qui sont distinctes. 
Le polynôme z" — i est donc le produit de n facteurs de la forme 

ikiz . . ikiz 

z — cos 1 sm 9 

n n 

où Xr a /i valeurs consécutives. On peut aussi appliquer la formule du 
n» 114 et obtenir une décomposition en facteurs réels. Supposons 
d'abord n impair; on pourra prendre pour les n valeurs du nombre A* 
les n nombres consécutifs 

n — i n — I n — i /i — i 
— 9 hi, ..., — I, o, I, ..., — - — — I, — - — ; 



la valeur o attribuée à k fournit la seule racine réelle de l'équation 
proposée, savoir ^ = i; d'ailleurs, à deux valeurs symétriques de A: 
répondent deux racines conjuguées : on peut dire que la racine réelle 
unique de l'équation proposée est s = i , et que les n — i racines 
imaginaires, conjuguées deux par deux, sont contenues dans la 

formule 

ikTz , . . -ikit 

cos ± i sin 9 

n n 

où k doit prendre les valeurs i , a, . . . , • Le produit de deux fac- 

teurs binômes correspondant à deux racines conjuguées est d'ailleurs 



■2^ cos 

n 



I 2A:Tr\» . .^Aric 

( z — cos -H Sin' = «* — • 

\ r^ I ri 

On a donc identiquement en ^, 

-s" — I =(^ — i)| z* — %z cos — -h 1 j 

X ( ^* — 2-S cos — -h I j . . . ( -5» — 2v« cos ^^ h I 1 , 

ce que l'on écrit souvent sous la forme 

-S'*--I=(^ — l) |T ( ^* — 2«C0S — ^H-ih 
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le signe 1 1 indique qu'on doit faire le produit de facteurs qui se dé- 
duisent de l'expression écrite après ce signe, en donnant à k des 
valeurs consécutives, à partir de la valeur /:= i, placée au-dessous 

du signe, jusqu'à la valeur k= > placée au-dessus. 

Lorsque n est pair on peut prendre pour k les valeurs 

n n n n 

— --hi, — - -h '2, ..., —I, G, i, ..., -■■"'» [^î 

les racines i et — i, qui correspondent aux valeurs o et-> sont alors 
réelles, les autres sont imaginaires conjuguées, et l'on peut écrire 

Le problème de la résolution des équations ou de la décomposition 
des polynômes en facteurs du premier degré sera repris ultérieure- 
ment; je me borne pour le moment aux exemples qui précèdent et 
je vais poursuivre quelques conséquences de cette décomposition 
supposée effectuée. 

117. Quand deux polynômes /(^) et '^(:;) sont décomposés en 
facteurs du premier degré, on sait reconnaître immédiatement si l'un 
esl divisible par l'autre ; f{z) sera divisible par 'f (^) si tous les 
facteurs du premier degré qui figurent dans le polynôme ©(z) figurent 
dans le polynôme /(-s), autant de fois au moins : cette condition est 
nécessaire, comme on le voit de suite en supposant /( 5) = «p(^)J^ (-3), 
et le polynôme ^(5) aussi décomposé en facteurs du premier degré; 
elle est évidemment suffisante. 

Dès lors, étant donnés deux ou plusieurs polynômes en s, décom- 
posés en facteurs du premier degré, on saura former soit leur plus 
grand commun diviseur, soit leur plus petit commun multiple. 

Le plus grand commun diviseur des polynômes P, Q, R, ... sera 
le produit des facteurs binômes qui figurent à la fois dans tous ces 
polynômes, chacun étant répété autant de fois que dans celui des po- 
lynômes P, Q, R,, . . , où il est répété le plus petit nombre de fois. 
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Le plus petit commun multiple de deux ou plusieurs polynômes P, 
Q, R, ... décomposés en facteurs du premier degré s'obtiendra en 
faisant le produit des différents facteurs qui figurent dans ces diiïé- 
rents polynômes, chacun de ces facteurs étant répété autant de fois 
que dans le polynôme où il est répété le plus grand nombre de fois. 

Les démonstrations sont identiques à celles de FArithmétique, pour 
les théorèmes analogues concernant la recherche du plus grand 
commun diviseur des nombres entiers décomposés en facteurs pre- 
miers : ceux-ci sont remplacés, dans la théorie qui nous occupe, par 
les facteurs binômes. 

Par exemple, le plus grand commun diviseur des polynômes 

ar'(ar — i)'(a? -+- i)^(cc — i — t), 

{x — \)^{x -k- t)*(:r — ij 
est 

{X — i)(a7 -h /)*. 

Leur plus petit commun multiple est 

x^{x — i)»(a7H- t)*(a7 — I — i){x — i -H i)(x — i), 

118. Racines multiples. — La théorie précédente permet de 
reconnaître la composition du plus grand commun diviseur entre un 
polynôme /(5) et sa dérivée et de décomposer effectivement un poly- 
nôme donné /(z) en un produit de polynômes dont chacun n'admet 
plus que des racines simples. 

On a vu plus haut qu'une racine z^ du polynôme /(5), d'ordre de 
multiplicité a, est une racine de la dérivée f'{z) avec l'ordre de multi- 
plicité a — I ; dans le cas où a est égal à i , où 2| est une racine simple 
de f{z)^ Zi n'est pas racine de la dérivée. Réciproquement, si 2| est 
une racine de la dérivée f{z)^ d'ordre de multiplicité (/, pour celte 
dérivée, et si j, est racine de f{z), on peut affirmer qu'elle est une 
racine d'ordre de multiplicité a' -h i pour/(z) : en effet, si a est son 
ordre de multiplicité fouvf{z)^ cet ordre de multiplicité pour/'(-) 
doit être a — i ; on doit donc avoir a — i = a' ( * ). 



(') Un nombre peut être racine multiple de la dérivée d'un polynôme sans être ra- 
cine de ce polynôme : ainsi ie polynôme z^ — i a pour dérivée 4^^ • o est une racine 
triple de cette dérivée et n'est pas racine de «* — i. 
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D'après cela, si un polynôme /(5) n'a que des racines simples, il 
n'a pas de racine commune avec sa dérivée f'{z)] le plus grand 
commun diviseur de f{z) et de /'(^) est i. Réciproquement, si le 
plus grand commun diviseur d'un polynôme et de sa dérivée est i , on 
peut affirmer que ce polynôme n'a que des racines simples. Tel est, 
par exemple, le polynôme -z" — i . 

Si un polynôme /(s) a des racines multiples^ et si on le suppose 
décomposé en facteurs du premier degré, on voit que le plus grand 
commun diviseur de ce polynôme et de sa dérivée est formé des 
facteurs correspondant aux racines multiples, chaque facteur figu- 
rant une fois de moins dans le plus grand commun diviseur que 
dans/(2). 



119. Supposons que le polynome/(-s) admette des racines simples, 
doubles, triples, ..., />"p*''% mais non d'ordre de multiplicité supé- 
rieur à f>. Groupons ensemble les facteurs binômes qui corres- 
pondent aux racines simples, facteurs dont chacun ne figure qu'une 
fois dansy(2) et soit Z| leur produit; soit de même Z2 le produit des 
facteurs binômes qui correspondent aux racines doubles, . . ., Z^ le 
produit des facteurs binômes qui correspondent aux racines d'ordre 
de multiplicité /?, chacun de ces facteurs n'étant pris qu'une fois. On 
aura identiquement 

/(^)=ZtZ|Zî...Zj;. 

Le polynôme f{z)^ tout en admettant des racines multiples, peut 
fort bien ne pas avoir de racines multiples de tous les ordres, comme 
on l'a supposé dans la formule précédente : pour que celle-ci puisse 
embrasser tous les cas, il suffit de convenir qu'on remplacera par 
l'unité celui ou ceux des facteurs Z|, Za, . . ., qui doit manquer, Z2, 
par exemple, s'il n'y a pas de racines doubles. 

On peuty par une suite d'opérations rationnelles effectuées en 
partant de f{z)^ déterminer chacun des polynômes Z<, Z2, ..., Tup. 

En effet, d'après ce qu'on a dit plus haut, le plus grand commun 
diviseur entre y( -s) et sa dérivée /'(-s) doit admettre comme racines 
simples les racines doubles de /(s), comme racines doubles les racines 
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triples de /(«), etc. Il est donc identique à ZjZJZJZ^"*, en con- 
tinuant d'adopter la convention par laquelle un facteur qui n'existe 
pas dans/(z) doit être remplacé par l'unité. 

Désignons par/^ (z) ce plus grand commun diviseur, on a 

/,(5)=Z,Z|...Zg-»; 

le plus grand commun diviseur entre f\{z) et sa dérivée sera de 

même 

/,(3)=Z3z;...Z{;-«, 

et ainsi de suite. Le plus grand commun diviseur entre /p^t(z) et sa 
dérivée sera 

on sera prévenu qu'il faut s'arrêter, parce que, en cherchant le plus 
grand commun diviseur entre y^,.! (z) et sa dérivée, on n'en trouvera 
pas, puisque le polynôme Zp n'a pas de racines multiples. En d'autres 
termes l'ordre de multiplicité le plus élevé des racines de /{z) (le 
mombre p) sera le nombre de plus grands communs diviseurs qu'on 
aura eu à chercher, en comptant celui qui est égal à une constante. 
Les identités 

/(-«)=Z,ZîZt...Zf, 

/,(^) = z,zi...zg-^ 



/p_,(^)=Z^_,ZJ, 



conduisent aux suivantes 



?i(^)=-^ =ZiZ,Z,...Zp, 

"^'^'^^tB =z.z,...z„ 






9p(')= /p-t(.'> =Zp, 
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puis à celles-ci 

En sorte que, par suite de divisions, on trouve isolément les poly- 
nômes Z|, Za, . . . , Zji,_<, 7jp. Par conséquent le problème qui consiste 
à trouver les racines d'un polynôme peut toujours être ramené au 
cas où le polynôme n'a que des racines simples. 

Supposons que/(-3) ait ses coefficients rationnels; il en sera de 
même de la dérivée fiz), et des coefficients des polynômes qu'on 
obtient par une suite de divisions; dans ce cas, tous les polynômes Z|, 
Zj, . . ., Z;, ont leurs coefficients rationnels. Si l'un de ces polynômes 
se réduit au premier degré, sa racine sera donc un nombre rationnel. 
En d'autres termes, si un polynôme a ses coefficients rationnels, et 
s'il n'y a qu'une seule racine de ce polynôme à avoir un certain ordre 
de multiplicité, cette racine sera rationnelle. 

Un polynôme du troisième degré, s'il a des racines multiples, ne 
peut avoir qu'une racine simple et une racine double, ou bien une 
racine triple : si les coefficients du polynôme sont rationnels, il en est 
de même de ces racines. 

Un polynôme du quatrième degré, à racines multiples, peut avoir 
deux racines simples et une double, deux racines doubles, une 
racine simple et une racine triple, ou encore une racine quadruple. 
Si le polynôme a ses coefficients rationnels, la racine double dans 
le premier cas, toutes les racines dans le troisième et le quatrième 
cas, seront rationnelles; dans le second cas, le polynôme sera un carré 
parfait et il sera aisé de s'en apercevoir. 

Appliquons par exemple la méthode exposée plus haut au polynôme 
f(z) = z*—z^ — 2^*-*-2z'-h>s* — i; 

on trouvera que le plus grand commun diviseur entre ce polynôme et sa 
dérivée est 

z^— z* — z -\-i. 

Le plus grand commun diviseur entre ce polynôme et sa dérivée est z — i. 
Ce dernier polynôme est premier avec sa dérivée. L'ordre de multiplicité le 
plus élevé est ici p = 3, et l'on a, en employant les notations précédemment 
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expliquées, 

/(«)=Z,Z|Z| 
/,(^)=Z,Zi 
/,(«)= z, 



= ^8 — ^6 — 'IZ^-T- 2Z^-^ Z^ — 


» 




= -8* Z^ -S-+-I, 






= Z—l, 






Z* Z« — 2^*-+- 2 3'-|- «*-— 1 


= ^4-1- J!»- 


5—1. 


Z''—Z^—Z-\- 1 


-s^-H a' - ^ — I 


= ^3_,, 




z — I 




= 5 — 1, 







_ 5* -+-5'— 5 — 1 

Zi = ; = 5H-I, 

5»— I 

Zj = =5*^-5-f-l, 

Z3 = 5-l, 

/(5) = (5— l)»(5«H-5-hI)H>5-H0: 

ainsi i est racine triple, les deux racines du trinôme 5*+5 + i, à savoir 

— idi£v/3 



sont racines doubles de/(5), — i est racine simple. 



EXERCICES. 

100. Le point a — 5 est le point symétrique du point z par rapport au point -• 

101. Lorsque t varie par valeurs réelles de o à i, le point 5o-H/3i décrit le 
vecteur qui va du point Zq au point 5| ; pour quelle valeur de t le point 

Zo-\- tZx 

est-il au milieu de ce vecteur? 

102. Soient (G©) et (Ci) les cercles de rayon i, dont les ceotres sont les^ 
points o et i, et(D)la corde commune, supposée indéfinie, à ces deux cercles; 
en supposant que le point z décrive l'un des lieux (Co), (G|)) {^)r quels sont 
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les lieux décrits par les points 



I z — I 
i — z, -, - -, 



: — I l — Z 



Les lignes (G©), (Ci), (D) partagent le plan en six régions; en supposant 
que l'un (les six points 

\ z — 1 z I 

Zy I — -3, -» — - — » 



: 5—1 1 — z 

soit dans Tune de ces régions, où sont les cinq autres? 

103. La valeur absolue du rapport ^ est le rapport des distances du 

z — Zt 

puint z aux points Zi et z^; la valeur principale de l'argument de ce rapport 
L'st Tangle (compris entre — ic et -h it) sous lequel on voit du point z le vec- 
trur qui va du point z^ au point Z|, cet angle étant regardé comme positif ou 
comme négatif suivant que le point z est situé d'un côté ou de l'autre de la 
droite qui joint les deux points Ziy z^. Reconnaître le signe d'après la dispo- 
sition de l'angle. — Où le point z doit-il se trouver pour que l'argument du 
rapport soit nul, égal à + ti? Quel est, en supposant fixes les points Zi et ^i, 

jg jzi 

le lieu des points z tel que la valeur absolue de soit constante, tel 

z — Zt. 

que la valeur principale de l'argument de ^ ^ soit constante? 



iOi. Appelons transformé du point z le point z' tel que Ton ait 

, az-hb 
a z -H b 

en désignant par a, 6, a'j b' des constantes réelles ou imaginaires telles 
que aô' — ab soit dilTérent de o; appelons transformée d'une figure décrite 
par le point z la figure décrite par le point z'. 

Quelles relations entre les distances des points z^ Zi^ z^^ z^ et les distances 
de leurs transformées >?', z\^ z\^ «3, quelles relations entre les angles que font 
entre elles les droites qui joignent le point z et le point Zx aux points Zt et ^3, 
et les angles que font entre elles les droites qui joignent le point z' et le 
point z\ aux points z\ et ^3 résultent de la relation 



-t., 



On suppose que le point z décrive un cercle par rapport auquel les points z^ 
T. .9 
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Cl Zz soient symétriques (*), le point transformé décrira un cercle par rapport 
auquel les doux points 5j, z'^ seront symétriques. Cas particulier où le point z 
décrit une droite. 

Quel est le transformé d'un cercle (ou d'une droite) qui passe par les trois 
points c,, Zi, ^3? 

Les transformées de toutes les droites du plan sont des cercles ou des dr(>ite> 

qui passent par le point — 7* Les cercles et les droites dont les transformée* 

. ^ . "^ , . b' 

sont des droites passent par le point — , • 

Si le cercle (c) est le transformé du cercle (c), le centre du cercle (c') e>t 

le transformé du point inverse du point — —, par rapport au cercle (c). 



105. La relation 

a'ù — au' 



a z ->r ù' 



a* 


a 


a' 


a' 



montre que, si l'on fait subir au point z une translation déflnie par le vecteur 
qui va du point o au point ^-,9 si l'on prend le symétrique du point ainsi 
obtenu par rapport au cercle dont le point o est le centre et dont le ravon 
f le symétrique du nouveau point par rapport à l'axe des 



est 



\/i^^^ 



abscisses, si, enfin, on fait subir au point ainsi obtenu une translation défiair 
ir le vecteur qui va du point o au point -- » on ton 
La transformation considérée conserve les angles. 



par le vecteur qui va du point o au point -- » on tombe sur le point z'. 



106. En conservant les mêmes notations que dans les deux exercices précé- 
dents et en désignant par a, ^ les racines supposées distinctes de l'équation 
du second degré 

a'z'-\-{b' — a)z — 6 = 0, 

montrer que le rapport des distances du point z' aux points a, fi est égal au 
rapport des distances du point z aux mêmes points multiplié par une con- 
stante, que l'angle sous lequel on voit, du point z\ le vecteur qui va du 
point a au point 3 est égal à l'angle sous lequel on voit le même vecteur du 
)>oint Zj augmenté d'une constante. 



C) Voir la note du n"» 98. 
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{\)1. Quelles sont les propositions qui, pour les polynômes à coefficients et 
à variables imaginaires, correspondent aux propositions énoncées dans les 
exercices 18, 24, 25? 

108. En désignant par x^ y des variables réelles, on suppose que ^{^x^y) 
et ^{Xy y) soient des polynômes du second degré à coefficients réels 

?(^ï y )— ^^* -T- '2 Bar/ -+- Gj^2 _^ 2Da7 -h vsE^ -+- F? 
^(07, y)= A'j7*-H2B'a7^-+-G'^2_i^.2D'a7-H2E'^H- F'; 

quelles relations doit-il y avoir entre les coefficients de ces polynômes pour 
que l'expression 

puisse être regardée comme un polynôme en ^ = a: h- iy^ à coefficients ima- 
jîinaires? 



109. De la formule 



(n-i)« = (/2)Mcos— H- isin— ) 



déduire des expressions simples des sommes 

Cï-HCJ-)-Gg -+-..., 

G«H_C«4-G?o ■+-..., 

Gï-HC?-hCï, H-.... 

110. Montrer que, si Ton pose cos/i6 = A, les expressions 

I 



COS0 -t- t sinô, cosO — isinO = 



cos6 -+- 1 sinô 
^ont des racines de l'équation 

^î/*__ 2A-S«H- I = o. 

Les diverses valeurs de cos0 telles que l'on ait cos^iO = A sont données par 
la formule 



(i) sJS, 4- yJS?' - I -h : , 

V/A-hv/A*— I 



dans laquelle on choisit arbitrairement la détermination de /A* — 1 et où l'on 

remplace successivement ^ A -h y/A* — 1 par les n racines n**"*" de A -4- y/A* — i. 
Montrer que les n valeurs ainsi obtenues sont réelles si A est réel et moindiie 
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que I en vniciir absolue. Combien y en a-t-i! de réelles quand A est réel et 

plus grand que i en valeur absolue? 

Qu'arrive-t-il quand on change la détermination de /A*— i? 

111. Les valeurs de tangB telles que tang/iO soit égale au nombre A 
vérifient l'équation 

on les obtient en résolvant l'équation du premier degré en x 

H / r.- 

I IJC __ / 1 — l\ 

I -+- i> "" V i -+- /A* 

où le second membre doit être remplacé successivement par les n racines w'^"" 

de r» ; elles sont toutes inégales. 

I -T- f A ° 

Montrer que les n valeurs que Ton obtient ainsi pour x sont réelles pourvu 

que A soit un nombre réel. 

112. Décomposer z'*-hi en fadeurs réels du second degré, soit en résolvant 
l'équation 

soit en partant de l'identité 

5*-+.I=(5»H-l)«-(^/2)*. 

113. Résoudre l'équation 

^4—3(.2t-«l)5Î_2(3tH- 4)=0. 

114. Décomposer en fractions simples la fraction rationnelle 

1 

(S*-+.|)«[^6— 3(2 t — 1)5* -2(3 1 + 4)1* 

lit). Décomposer en fractions simples la fraction rationnelle 



dont le dénominateur a été décomposé en facteurs au n" 1 19. 

116. Décomposer, en appliquant la méthode du n* 119, le polynôme 

5»o-+- 358^_54;6_|.5^*^_3^s_^,. 



CHAPITRE VIII. 



ARRANGEMENTS, COMBINAISONS, PERMUTATIONS, INVERSIONS. 
FORMULE DU BINOME. 



120. Si l'on considère n objets distincts, il y a lieu souvent de con- 
sidérer les différents groupes formés avec p de ces objets (p^n) 
rangés dans un certain ordre ; les p objets qui figurent dans un 
g^roupe sont supposés différents; deux groupes sont regardés comme 
distincts s'ils diffèrent soit par la nature des objets qui y figurent, 
soit seulement par leur ordre. Tous ces groupes forment ce que l'on 
appelle les arrangements des n objets pris p ^ p] chacun d'eux 
s'appelle aussi un arrangement p k p des n objets; il est bien 
compris qu'il faut entendre par là un arrangement où figurent p des 
n objets et/> seulement. 

Il importe de savoir former, sans omission ni répétition, tous les 
arrangements /> à p^ et de savoir en calculer le nombre, que je dési- 
gnerai par A". (L'indice supérieur n n'est pas un exposant.) 

On peut spécifier chaque objet par un signe, numéroter les objets 
au moyen des nombres i, 2, ..., /i, les désigner par les lettres a, 
6, c, ..., l supposées en nombre égal à /î, puis substituer dans les 
raisonnements les signes aux objets : je me servirai ici des lettres a, 
6, ...,/. 

Si dans l'un quelconque des arrangements p k p de ces n lettres, 
on supprime la dernière lettre de l'arrangement, il reste les /? — i 
premières, qui sont toutes distinctes, c'est-à-dire un arrangement 
p — I dp — I des lettres a, 6, .,., /. Chaque arrangement )w à /> se 
déduit d'un arrangement/; — i kp — 1 en le faisant suivre de l'une des 
n — [p — i) lettres qui n'y figurent pas : De cette façon chaque arran- 
gement p — I k p — I donne naissance à n — p -h i arrangements p 
à />, que l'on peut disposer sur des lignes horizontales, en plaçant 
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sur des lignes différentes les arrangements qui proviennent de deux 
arrangements p — i à /? — i , distincts l'un de l'autre. Le tableau 
ainsi formé contient tous les arrangements/? kp : aucun n'a été omis. 

Aucun n'a été répété : car les arrangements qui sont sur une même 
ligne diffèrent par la dernière lettre, ceux qui sont sur des lignes dif- 
férentes diffèrent par l'ordre ou la nature des p — i premières lettres. 

Puisque le tableau contient A"_^ lignes et que chaque ligne con- 
tient n — /? + I arrangements, on a 



Les relations 



A;j = (n-./.-l-i)A;5_,. 

A? = /i, 

A? = (/i-i)Aî, 

a« = (/i-2)a;, 

A;î=(n — /?-4-i)AJ_,, 

dont la première est évidente et dont les autres se déduisent de la 
dernière en remplaçant/? par 2, 3, 4j • . •, donnent, en remplaçant de 
proche en proche A" par /i, A^ par (n — 1) /i, ..., la formule 

AJJr= n(n — i)(n — -2). . .{n — p -hi) 

qui fournit l'expression cherchée du nombre A" . 

Si, par exemple, n = 3, les trois, six et six arrangements un à un, 

deux à deux, trois à trois des lettres a, 6, c sont donnés parle tableau 

suivant 

a, aby ac^ abc, 

6, ba, bc. acb, 

f, ca, cb\ bac, 

bca, 

cab, 

cba. 

Lorsque/? est égal à /i, les arrangements des n lettres ne peuvent 
différer que par Tordre de ces lettres, qui figurent toutes dans chaque 
arrangement. Ces arrangements reçoivent alors le nom de permuta- 
tions. On en désigne le nombre par la notation P„ ; c'est la même 
chose que AJJ ; ce nombre est donné par la formule précédente en y 
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faisant p ^= n^ il est 

P,, = n{n — 1). . .'Jt.i = n\ 

Ce nombre augmente rapidement avec n] il est égal à 8628800 
pour n == 10; ainsi il y a plus de trois millions de manières de ranger 
10 objets sur une même ligne. Le nombre 100! comporterait ij8 
chiffres. 

121. Les groupes de p lettres distinctes prises parmi n lettres 
données, quand, pour chaque groupe, on ne tient pas compte de Tordre 
mais seulement de la nature des lettres qui y figurent, s'appellent les 
combinaisons des n lettres prises p d p, ou les combinaisons p 'a p 
des n lettres. Chaque groupe est une combinaison p d p; on dit aussi 
un produit différent p k p, parce que ce groupe peut s'écrire comme 
un produit et qu'un produit ne dépend pas de l'ordre des facteurs. 

Je désignerai par C" le nombre des combinaisons distinctes des 
n lettres prises p k p. 

Dans le tableau des arrangements de n objets p à /^figurent évidem- 
ment les combinaisons p k p\ chaque combinaison se trouve même 
répétée autant de fois qu'il y a de manières de ranger les p objets qui 
la constituent, c'est-à-dire 1 . 2 . 3 . . . /> fois; les deux nombres A", 
C^ sont donc liés par la relation i.2.3.../?C^= A^; d'où l'on déduit, 
en se reportant k la valeur de A^, 

'' i.i. . . p 

Le nombre C" figure comme coefficient numérique dans la formule 
du binôme : la définition qu'on vient d'en donner montre qu'il est 
essentiellement entier (n° 43). 

A chaque combinaison formée avec/? des n objets considérés cor- 
respond évidemment la combinaison formée avec n — p objets qui 
n'y figurent pas; on doit donc avoir C"= Cj|_ . C'est ce qu'on a déjà 
vu au n° 43. 

En adoptant la définition précédente de C", la formule C^= C" , 
n'a de sens que si/? est au moins égal à i et au plus égal k n — i . Elle 
subsiste pour p = o ou/? = n en convenant de prendre C'J = i (n" 4ê|). 

Pour former effectivement le tableau des combinaisons de n objets 
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p kp^ il serait assez fastidieux de former les arrangements/? à p. On 
peut procéder autrement. 

Supposons formées les C^ combinaisons/?à/?des/*objetsr/, b, ...,/. 
Parmi ces combinaisons, les unes ne contiennent pas l'objet a, par 
exemple : ce sont évidemment les C"~* combinaisons jd à p des objets 

b, c^ . ..y l^ autres que a. Les autres contiennent a ; si Ton supprime 
Tobjet a, il reste évidemment les combinaisons de n — 1 objets 6, 

c, . . ., / pris p — I k p — I : en formant ces combinaisons en nombre 
C"Z\ 5 et en y introduisant la lettre «, puis en leur adjoignant les 
C^~* combinaisons p kp des objets 6, c, ..., k on obtiendra les 
C" combinaisons cherchées. 

On peut d'ailleurs se borner à former les combinaisons/) k p pour 

lesquelles p est au plus égal à - • Si l'on avait p> -9 il serait, en 

effet, plus facile, pour former les combinaisons /> à />, de former 
d'abord les combinaisons n — p k n — /?, puis de remplacer chacune 
de ces combinaisons par la combinaison des p objets qui y manquent. 
Par exemple, si l'on veut former les C^ =6 combinaisons des quatre 
objets a, 6, c, d deux à deux, on mettra la lettre a avant les combi- 
naisons b, c, d des trois objets 6, c, rf, autres que a, pris un à un; on 
obtiendra ainsi les combinaisons aô, ac, ad; on leur adjoindra les 
trois combinaisons des mêmes objets 6, c, d pris deux à deux; à Tune 
doit manquer 6, à l'autre c, à l'autre d; elles sont crf, érf, bc. Les six 
combinaisons cherchées sont 

aby ctc, €ici^ cd^ bd^ bc. 

Quant aux CJ = 4 combinaisons des objets a, 6, c, d trois à trois, 
on peut les écrire immédiatement : l'une ne contient pas a, une autre 
ne contient pas 6, etc. : elles sont bcd^ acd^ abd^ abc. L'unique com- 
binaison des quatre lettres a, 6, c, d quatre à quatre est abcd. 

La façon même dont on vient d'expliquer la formation des combi- 
naisons de n objets/? à/>, met en évidence la relation (n" 43) 

cj=G2_}-+-c;;-*. 

122. Le mot permutation est pris quelquefois dans un sens un 
peu différent de celui qu'on a indiqué au n° 120; c'est ce qui arrive 
quand on parle à! effectuer une permutation. 
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Considérons n objets distincts a<, «2? • • o cin ^ui figurent en tota- 
lité ou en partie dans une ou plusieurs expressions quelconques; si 
rt',, a[,^ ..., a\^ désignent ces mêmes objets rangés dans un certain 
ordre, remplacer dans ces expressions a^ par a\^ a^ par a'g, ..., 
a„ par a',^ s'appelle effectuer une permutation : l'acte lui-même 
prend aussi le nom de permutation, une telle permutation s'exprime 
d'une façon claire en écrivant sur une ligne horizontale les objets 
«I, a2, . . ., a« et au-dessous de chacun d'eux l'objet qui doil le rem- 
placer : 

L'ordre dans lequel sont inscrits les objets «j,, «a, . . ., an n'importe 
pas, ce qui importe, c'est la correspondance entre l'objet supérieur 
et l'objet placé au-dessous, qui doit le remplacer. 

La permutation inverse Ae la précédente consisterait à remplacer a^ 
par «,, a.^ par «o, . • ., «^; par a„. 

Pour former chacun des symboles possibles de permutations, dans 
le sens que l'on vient d'expliquer, on écrira sur une ligne horizontale 
les objets ^r,, a^, ...,«/: rangés de toutes les manières possibles; puis 
au-dessus de chaque arrangement les mêmes lettres rangées dans un 
ordre arbitraire, mais toujours le même. On obtiendra ainsi i.2.3.../i 
symboles. 

Par exemple, tous les symboles de permutation pour les trois 
lettres cr, 6, c seront 

/a,b,c\ /a,b,c\ /a,b,c\ 

\a,b,c)^ \b,c,a/' \r,a,b)^ 

^a,b,c\ /«, 6, c\ /rt, ^, c\ 

\a,c,b) \c,b,a) \b,a,cj 

Parmi ces symboles il y en a un qui signifie l'action de remplacer 
a par «, b par 6, c par c : c'est ce qu'on appelle la permutation iden- 
tique, par laquelle rien n'est changé. 

Si l'on a dressé le tableau des arrangements, ou des combinaisons, 
p à p de n objets distincts quelconques, puis que l'on efi'ectue, sur 
chacun de ces arrangements ou de ces combinaisons, une permutation 
quelconque, il est clair que le tableau ne sera pas changé dans son en- 
semble. En elTet, tous les arrangements étaient distincts avant qu'on 



298 CHAPITRE VIII. 

effectuât la permutation, ils le resteront après : naturellement, si ces 
arrangements étaient placés dans un certain ordre, cet ordre sera mo- 
difié par la permutation. 

Parmi les permutations, il convient de distinguer les permutations 
circulaires : les objets «i, «2^ " j ^u étant rangés dans un certain 
ordre, une permutation circulaire effectuée sur ces objets consiste à 
remplacer le premier par le second, le second par le troisième, etc., 
Favant-dernier par le dernier, le dernier par le premier. 

Au lieu du symbole 



(ai, ûTj, as, . . . , a„_|, a,A 
ai, a,, ai, . . . , a,„ ai / 



qui, d'après les conventions précédentes, devrait représenter une telle 
permutation, on emploie souvent le symbole 

(ai, at, . .., Un) 

avec le même sens. C'est l'ordre seul dans lequel sont rangés les élé- 
ments qui importe dans ce derni«^r symbole, non l'élément qui figure 
le premier. Vinsi, s'il s'agit de trois éléments a<, ^2, aj, les trois 
symboles 

(a,, a», as), (a,, as, ai), (as, a],as) 

ont le même sens. 

11 peut être commode de se figurer les objets a^, a2, . . ., a» rangés 
sur un cercle sur lequel on a choisi un sens de parcours, placés par 
exemple aux sommets d'un polygone régulier de n côtés. Alors il n'y 
a plus ni premier objet ni dernier, et la permutation circulaire revient 
à remplacer chaque objet par le suivant. 

Enfin, parmi les permutations circulaires, il convient de signaler la 
plus simple, celle qui porte sur deux éléments seulement ai, a2; clic 
consiste à remplacer «i par «2 et «2 par «i ; il n'y a évidemment pas, 
comme dans les permutations circulaires qui portent surplus de deux 
éléments, à tenir compte d'un ordre quelconque attribué aux éléments 
«I, «2 ; on donne souvent le nom de transpositions aux permutations 
de cette sorte : la transposition qui porte sur les éléments ai, a^ se 
représente par le symbole (a^, a^) ou («2? «0- 

Etant données deux permutations de n objets distincts au sens du 
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n'* 120, c'est-à-dire deux arrangements n k n de ces n objets, on 
peut passer de l'une à l'autre par une suite de transpositions, puisque, 
par une transposition, on peut amener un objet quelconque à la place 
qu'il doit occuper. On peut parvenir au même résultat en ne faisant 
jamais que des transpositions qui portent sur deux cléments consécu- 
tifs de l'arrangement auquel on est parvenu : c'est là une observation 
que l'on fait déjà dans les éléments de l'Arithmétique lorsqu'on veut 
prouver que, dans un produit de plusieurs facteurs, on peut inter- 
vertir comme on veut l'ordre de ces facteurs. 

Par exemple, pour passer de l'arrangement i, 2, 3, 4 à l'arrange- 
ment 2, 4î 3, 1 ; on peut effectuer successivement les transposi- 
tions (i, 2), (i, 4)> ce qui donne successivement les arrangements 

2, 1,3, 4; 2, 4, 3, I 

ou les transpositions successives (1, 2), (3, 4), (i, 4)? (ï? 3), ce qui 
donne les arrangements successifs 

2, 1,3, 4; '2, I, 4, 3; 2, 4, 1, 3; 2, 4, 3, i. 

Pour arriver au même arrangement 2, 4? 3, i en partant du même 
arrangement i, 2, 3, 4? on a fait dans le premier cas deux transposi- 
tions successives, quatre dans le second. 

On voit que pour effectuer la permutation 

/ I, 2, 3, 4 \ 

V '2, 4, 3, I y 

qui consiste à remplacer i par 2, n par 4? à laisser 3, à remplacer 
4 par 1, on peut transposer d'abord les éléments i et 2, puis les 
éléments 1, 4j oii bien transposer d'abord les éléments i et 2, puis les 
éléments 3 et 4, puis les éléments i et 4? puis les éléments 1 et 3. 

Pour effectuer une permutation quelconque on peut effectuer une 
suite de transpositions. 

Par exemple encore, la permutation circulaire (i , li, 3, 4, 5) revient 
à la suite de transpositions (i, 2), (i, 3), (i, 4)? ('? 5). En général 
une permutation circulaire, portant sur n éléments, équivaut à une 
suite de n — i transpositions. 

123. Étant donné un arrangement quelconque a< «o . . .a„_, a„ de 
n objets, la transposition qui consiste à échanger les deux éléments 
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extrêmes et qui conduit ainsi à l'arrangement «,,«2 . . .a,/_i «i revient 
à une suite de 2 /i — 3 transpositions, dont chacune porte sur deux 
éléments consécutifs de Tarrangement auquel on vient de parvenir, à 
savoir d'abord les n — i transpositions («i, «a), («,, «3), ..., («i, o„^s\ 
(a,, an) qui amènent successivement l'élément ai, à la seconde, à la 
troisième, etc., à la dernière place, en sorte qu'après avoir effectué 
ces transpositions successives on est parvenu à l'arrangement 

puis les /? — 2 transpositions successives, (an, a„_i)j (an^ aa_i), 
(a/,, aa) qui amènent l'élément «,, de l'avant-dernière place à la pré- 
cédente et, finalement, à la première. Les n — i premières transposi- 
tions équivalent à la permutation circulaire 

Si l'on effectue maintenant une transposition quelconque dans un 
arrangement, on voit que cette transposition équivaudra toujours à 
un nombre impair de transpositions portant, chaque fois, sur deux 
éléments consécutifs de l'arrangement auquel on vient de parvenir. 
Il suffit de négliger, par la pensée, les objets qui précèdent le premier 
des objets que l'on transpose et ceux qui suivent le second : on est 
ramené au cas précédent. 

124. Considérons n objets distincts auxquels on attribue un ordre 
naturel; par exemple, n numéros différents dont on dira qu'ils sont 
rangés dans l'ordre naturel, s'ils sont rangés par ordre de grandeur 
croissante, ou n lettres dont on dira qu'elles sont rangées dans l'ordre 
naturel, si elles sont rangées dans l'ordre alphabétique. Je raisonnerai 
en supposant qu'il s'agisse de n numéros distincts. 

Si, dans un arrangement quelconque de ces numéros, qu'on lit, 
suivant l'habitude, de gauche à droite, on considère deux d'entre eux, 
le premier que Ton rencontre peut être le plus petit, ou le plus 
grand; dans le premier cas on dit que, dans l'arrangement considéré, 
les deux numéros ne présentent pas d'inversion; dans le second cas, 
on dit qu'ils présentent une inversion. On dit aussi que l'arrange- 
ment ne comporte pas d'inversion, ou comporte une inversion rela- 
tivement à ce couple de numéros. Le nombre total d'inversions que 
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comporte F arrangement est le nombre de couples de numéros qui 
présentent une inversion. 

Pour compter ce nombre d'inversions, on procédera comme ii suit: 
on partira du premier élément (à gauche) de l'arrangement, e\ Ton 
comptera les inversions qu'il peut présenter avec le second, le troi- 
sième, etc., le dernier élément; on passera ensuite au second élément 
et Ton comptera le nombre d'inversions qu'il présente avec le troi- 
sième, le quatrième, etc., le dernier élément, etc.; enfin on examinera 
si l'avant-dernier élément et le dernier présentent une inversion : la 
somme de tous les nombres ainsi obtenus est le nombre total d'inver- 
sions présenté par l'arrangement. 

Considérons par exemple l'arrangement 5, 3, 2, i, 4? 6, le pre- 
mier élément 5 présente une inversion avec chacun des éléments 3, 
2, I, 4 qui le suivent; il n'en présente pas avec (>; le second élément 3 
présente une inversion avec 2, i; le troisième élément 2 présente 
une inversion avec 1 ; aucun des éléments i , 4 ne présente d'inversion 
avec ceux qui le suivent; on a en tout 4-f-i4-f-iH-o-f-o = ^ inver- 
sions. 

L'arrangement (i, 2, 3, ..., n) ne comporte aucune inversion; 
l'arrangement (n, n — i , . . ., 3, 2, i) comporte 

(n — l)-h(rt — 2)-h. ..H-2 -H 1^= — ^ ■ 

inversions; c'est évidemment l'arrangement de n nombres qui com- 
porte le plus d'inversions. 

125. Convenons de dire qu'un arrangement est de première classe 
s'il comporte o ou un nombre pair d'inversions, qu'il est de seconde 
classe s'il présente un nombre impair d'inversions. 

Un arrangement change de classe quand on elFectue une trans|)o- 
sition entre deux éléments de cet arrangement. 

Par exemple l'arrangement 5, 3, 2, i, 4? ^ est de seconde classe; 
transposons les éléments 3, 4i on obtiendra l'arrangement 5, 4) 2, 
1, 3, 6 et, en comptant les inversions d'après la règle du numéro pré- 
cédent, on en trouve 4 -h 3 H- 1 = 8; le nouvel arrangement est de 
première classe. 

La proposition est évidente quand on transpose deux éléments con- 
sécutifs; en effet, on ne modifie pas alors les inversions que ces deux 
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éléments présentent, soît avec les éléments qui précèdent leur 
couple, soit avec ceux qui le suivent. Si dans Tarrangement considéré 
le premier élément du couple était plus grand que le second, il y 
avait, de ce fait, une inversion qu'on supprime par la transposition: 
au contraire, si les deux éléments du couple ne présentaient pas d'in- 
version, la transposition en introduit évidemment une. Dans les deux 
cas le nombre d'inversions est modifié d'une unité, rarrangemenl 
a changé de classe. 

Supposons que les deux éléments qu'on transpose ne soient pas 
consécutifs; on a vu plus haut que leur transposition équivaut à un 
nombre impair de transpositions, effectuées chaque fois sur deux 
éléments consécutifs de l'arrangement auquel on vient de parvenir: 
par chaque transposition, l'arrangement a changé de classe; il a 
changé un nombre impair de fois, il a finalement changé de classe. 

11 résulte immédiatement de là que, si l'on considère les n\ arran- 
gements possibles n k n des n numéros i, 2, 3, . . ., /?, il y a autant 
d'arrangements de la première classe que d'arrangements de la se- 
conde classe. Car, si l'on suppose les arrangements distribués dans les 
deux classes et que l'on effectue une transposition quelconque, Ten- 
serable de tous ces arrangements ne sera pas changé par cette trans- 
position; mais elle fera passer les arrangements de la première classe 
dans la seconde, ceux d^ la seconde dans la première : or il doit y 
avoir maintenant autant d'arrangements dans la première classe, ou 
dans la seconde, qu'auparavant. 

On a vu au n" 123 qu'on pouvait passer d'un arrangement de 
n numéros n k n k un autre de ces arrangements par une suite de 
transpositions. Cela peut se faire d'une infinité de façons; mais, de 
quelque façon que l'on opère, le nombre de transpositions que l'on 
effectue conserve la même parité. Il est pair si les deux arrangements 
sont de même classe, impair s'ils sont de classe différente. 

Considérons un arrangement (n k n) a^ a^ - * > cin des n numéros 
I, 2, . . ., u. Si, de cet arrangement, on supprime le premier élé- 
ment rt|, comment sera modifié le nombre d'inversions? 

Il y a, dans l'arrangement, a s — i numéros plus petits que ai, à 
savoir les numéros 1, 2, 3, . . ., a^ — i ; ils sont tous placés après as ; 
avec chacun d'eux ai présente une inversion, et toutes ces inversions 
ont disparu de Tarrangement a^a^ . . .a,,. On a donc supprimé Ui — i 
inversions. 
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126. Si l'on considère un polynôme à n variables x^^ x^^ , , .^ x,i 
et si l'on effectue sur ces variables les n\ permutations possibles, y 
compris la permutation identique, qui laisse le polynôme tel qu'il 
était, divers cas peuvent se présenter. Il peut se faire que les n ! per- 
mutations conduisent à des polynômes qui soient tous distincts : c'est 
ce qui arrive, par exemple, pour le polynôme 

ai J7i -f- a j 0^2 -j- . . . -h a,i Xn 

si ses coefficients «i, «2? • • -j^/* sont tous différents, ou encore pour 
le monôme x^^^x^*, . .J^J", si tous les exposants sont différents. 

Il peut se faire, au contraire, que tous les polynômes auxquels on 
parvient ainsi soient identiques ; ce serait le cas pour le polynôme 

:ri -h a7j -H . . . -^Xa 

ou pour le monôme 

S'il en est ainsi le polynôme est dit symétrique par rapport aux 
variables :r«, x^, . . ., ^„. 

Pour reconnaître qu'un polynôme en x^^ x^f . . ., Xn (dans lequel 
je suppose qu'on ait effectué la réduction des termes semblables) est 
symétrique par rapport à ces variables, il suffit de constater que le 
|)olynome reste identique à lui-même quand on transpose d^eux quel- 
conques des variables, puisqu'une permutation quelconque peut tou- 
jours être remplacée par une suite de transpositions. 

On a remarqué plus haut que l'ensemble des combinaisons/? à p 
(le n objets ne changeait pas quand on effectuait sur ces combi- 
naisons un arrangement quelconque; en supposant que ces objets 
soient les variables x^^x^-, ...? ^/n chaque combinaison p kp peut 
èlre regardée comme le produit de p de ces variables; il est clair, 
d'après cela, que la somme des C" produits différents, p à /?, des n 
variables ^i, x-^^ .. ., Xn constitue un polynôme symétrique par rap- 
port à ces n variables. Le» polynômes que l'on peut ainsi former, à 
savoir 

Xx-^Xi^Xt-\r...-h Xny 

^1 iPl -h a^i 373 H- . . . -H Xn-i Xfi, 
X\X^Xz-^ XxXiX'^-\-., .-4- X„-^X,t-iXft, 
• » 
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sont au nombre de /i, on leur donne le nom de fonctions symétriques 
élémentaires des variables x^^ ^2, . . ., ^«. 

Par exemple, les fonctions symétriques élémentaires des quatre 
variables rt, &, c, d sont 

a -H 6 -+- c 4- rf, 

ab -\- ac -f- ad -^ bc -h bd -h cd, 

bcd -H acd -+- abd -+- abc^ 

abcd. 

Il est manifeste que, si l'on désigne par ^1,^2, . . •? ^w les n fonc- 
tions symétriques élémentaires des n variables ^1, j^o^ • ••- ^w? to"' 
polynôme enjKi?JK2î •••^JK/* sera, si Ton y remplace ^1,^2, •••7 V» 
par leurs expressions en X|, ^2, ..., j:*;», un polynôme symétrique 
en Xi, ^2î • • •) ^/i- On montrera plus tard que, réciproquement, tout 
polynôme symétrique en .ri, x^^ . . ., Xn peut se mettre sous la forme 
d'un polynôme eny,, V2, • • -, ^/i- 

Le cas où un polynôme en a^i , ^2? . . • ? ^/i ne change pas quand on 
effectue une permutation sur les lettres ^i, X2, . . •, x„, celui où il 
change toujours, sont deux cas extrêmes. Voici quelques exemples 
importants de cas intermédiaires. 

Considérons le produit 

(a?a— a:,)(jr5--jr,) 
( rr^ — ;r 3 ) ( J7^ — a?, ) ( arv — jr , ) 



des — différences que l'on peut former entre l'une quelconque 

des variables x^^ x^^ . . ., x„ et celles qui la précèdent. 

Ces ; facteurs peuvent être regardés comme provenant des 

combinaisons deux à deux des n lettres oti, x^j • . ., Xn] une permu- 
tation quelconque effectuée sur ces lettres ne change pas Fensemble 
de ces combinaisons, mais peut changer l'ordre des lettres qui figurent 
dans l'une d'elles, c'est-à-dire ici le signe d'un facteur, ou remplacer 
un facteur par quelque autre facteur, peut-être changé de signe. On 
voit donc que, par toutes les permutations possibles, le précédent poly- 
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nome ou bien se reproduira, ou bien se reproduira changé de signe. 
Toutes les ni permutations ne produisent que deux polynômes dis- 
tincts. Il est d'ailleurs bien aisé de distinguer les permutations qui 
ne changent pas le polynôme de celles qui le font changer de signe. 
Si Ton attribue aux variables Xt, x-y, • - . , X/, des valeurs numériques 
quelconques, mais distinctes, et que l'on convienne de dire, comme 
au n** 124, que, dans la suite a^i, x-jj ..., x„^ deux éléments Xp, Xq 
{p < q) présentent ou non une inversion suivant que le premier de 
ces éléments est plus petit ou plus grand que le second, on reconnaît 
immédiatement que, dans le produit de différences, le nombre de fac- 
teurs négatifs est égal au nombre d'inversions de la suite Xi, x^^ ..., x,/, 
une transposition effectuée sur deux éléments de la suite modifie 
d'une unité le nombre des inversions et change le signe du produit. 
Les permutations qui ne le changent pas sont celles qui équivalent à 
un nombre pair de transpositions, celles qui lui font changer son signe 
équivalent à un nombre impair de transpositions. 

Considérons encore, dans le cas de quatre variables a, b^ c, rf, le . 
polynôme ab -\- cd. Le lecteur reconnaîtra sans peine que les vingl- 
(|ualre permutations possibles ne produisent que les trois polynômes 
distincts 

ab -h cd^ ac -f- bd^ ad -h bc ; 

huit permutations conservent le polynôme ab-^-cd^ huit autres le 
changent en ac + bd^ les huit restantes le changent en ad H- bc. 

Les propositions qui précèdent constituent le point de départ de 
recherches qui ont été poussées très loin et qui ont la plus grande 
importance pour la théorie de la résolution des équations algébriques. 

127. Le lecteur n'a pas manqué de remarquer que les nombres C" 
de combinaisons de n objets /> à /> sont précisément les coefficients 
numériques du développement de {x -f- a)"; c'est ce qu'il est aisé de 
voir directement, en fondant sur la théorie qui précède une nouvelle 
démonstration de la formule du binôme : cette démonstration s'appuie 
sur une formule qui a d'ailleurs de l'intérêt par elle-même. 

Au lieu de considérer le produit (^ -h a)" de n facteurs identiques 
k a: -^a, considérons le produit de n facteurs distincts 

( jr -h a) (or H- 6). . .(a? -^ A:); 
T. 20 
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développons ce produit et ordonnons-le suivant les puissances descen- 
dantes de X, 

On obtient un terme quelconque du produit, en faisant le produit 
de n facteurs dont chacun est l'un des termes des binômes x-\-a^ 
X -h b^ ..., X -\- k. 

Le terme du plus haut degré s'obtiendra en faisant le produit de 
n facteurs égaux à x, c'est x"] les termes de degré n — i s'obtien- 
dront en prenant dans n — i binômes le premier terme, et dans le 
^lème bJnome le second. D'une façon générale, les termes du y?'*™"* degré 
s'obtiendront en considérant une combinaison p k p des binômes 
X ^ a^ X -{- bj . . ., X -{- k eilai combinaison complémentaire formée 
des n-\-p binômes restants. Le produit des premiers termes des bi- 
nômes qui figurent dans la première combinaison, multiplié par les 
seconds termes des binômes qui figurent dans la combinaison complé- 
mentaire, fournira un terme de degré />, en x. Dans tous les termes 
analogues on mettra xP en facteur; le coefficient de xP sera la somme 
des produits difi^érents n — p k n — p des termes a, 6, c, . . ., k. 

On aura ainsi 

(:r -h a) (ar -h 6) (a? -{- c). . . ( J7 -h A') 

= a:« H- (a -h 6 -h c H- ... H- k)x"-^ -h {ab -h ac -{-... 4- lik)x^-^ -f- ... -h a6 ... k. 

En supposant maintenant que tous les nombres a, b^ c, ,,,, k 
soient égaux et en se rappelant que C" désigne le nombre des com- 
binaisons de n objets p k p, on obtient la formule 



EXERCICES. 

117. Considérons n lettres a, 6, .. ., / et un groupe de p lettres dont cha- 
cune soit une des lettres a, 6, ...,/, en sorte qu'une même lettre puisse être 
répétée plusieurs fois dans un même groupe. Ces groupes prennent le nom 
à! arrange tnents avec répétition de n lettres p k p, si l'on regarde comme 
distincts deux groupes qui didèrent soit par la nature, soit par Tordre des 
lettres qui y figurent, et de combinaisons avec répétition de n lettres/? à p. 
si Ton ne regarde comme distincts que les groupes qui différent par la nature 
des lettres qui y figurent. 

Le nombre d'arrangements avec répétition de n lettres p k p est nP, 
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118. Le nombre CJ'^, de combinaisons avec répétition de n lettres p À p 
est G///\ 

On peut parvenir comme il suit à l'évaluation du nombre (J'/,. 
Les ()'/, combinaisons avec répétition contiennent en tout pij'^ lettres ; cha- 
cune des n lettres devant figurer le même nombre de fois, la lettre a doit 

fijçurer, en tout, — ^J fois : d'autre part, si on la retire une fois de l'une des 

combinaisons qui la contiennent, il restera une des (j'/,-i combinaisons des 
n lettres j[> — i à/> — i; dans ces Çp-i combinaisons la lettre a figure en tout 

Çj-i fois; d'où la relation 

119. Appliquer un raisonnement de la même nature que le précédent à la 
démonstration de la formule 

P. rn — H"-' 
et à la détermination du nombre C'/,, 

120. Lorsqu'il peut se produire, en tout, n événements que l'on regarde 
comme également probables et que/? de ces n événements satisfont à une cer- 
taine condition, la probabilité pour que l'un des n événements, se produisant 

au hasard, satisfasse à la condition considérée est, par définition, la fraction — • 

Par exemple, la probabilité pour que, en jetant un dé au hasard, on amène 

un nombre donné est -^ • 
6 

On jette deux dés : quelle est la probabilité pour que les nombres marqués 
par les dés soient deux nombres donnés? Il y a lieu de distinguer le cas où 
les deux nombres donnés sont pareils, et celui où ils diffèrent. 

Quelle est la probabilité pour amener deux nombres formant une somme 
donnée (au plus égale à douze)? Pour amener deux nombres formant une 
somme supérieure à un nombre donné, inférieure à un nombre donné? 

121. Une urne contient n boules marquées i, 2, 3, . ., n. On prend/? de ces 
boules: quelle est la probabilité pour qu'on amène les numéros i, 2, ...,/>? 
Si l'on prend ces p boules successivement, quelle est la probabilité pour qu'on 
amène successivement ces numéros i, 2, ...,/? dans l'ordre i, 2, ...,/?? 

122. Parmi les Cj$ combinaisons des n nombres 1,2, . . ., /i pris /? à /?, com- 
bien y en a-t-il qui soient formées avec a des nombres i, 2, .,,, k et p — a 
des nombres A: -+- 1, A- H- 2, . . ., n? 
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Établir la formule 

c;i= G;r'' CJ-+- cjif c{ -4-. . .-f- qjz^aCâv. . .^ c;zj:ci:. 

i23. Une urne contient n boules, dont k blanches et n — k noires, on prend 
au hasard p de ces boules; quelle est la probabilité pour qu'il y ait a boules 
blanches et /> — a boules noires? 

124. Dans un jeu de 3'2 cartes on prend I9. cartes au hasard: quelle est la 
probabilité de trouver parmi ces \i cartes 8 cartes de la même couleur? 

123. Dans un jeu de 32 cartes on prend 12 cartes, puis 5; on regarde les 
12 premières cartes et l'on désire trouver a cartes déterminées parmi les 
5 cartes; quelle est la probabilité pour qu'elles s'y trouvent effectivement? 

126. En désignant par a, p deux nombres naturels premiers entre eux, on 
sait que. si l'on divise par p les termes de la suite 

a, 2a, 3a, ..., (/? — i)a, 

on trouve les nombres i, 2, ...,/? — i rangés dans un certain ordre. On peut 
se proposer de trouver le nombre d'inversions contenues dans cette suite. En 
supposant donné le nombre/?, résoudre le problème pour a = 2, a = 3. 

127. Soit aia%,.,an un arrangement n à /ides numéros i, v., 3, ...,/i. 
Soient i le nombre d'inversions contenues dans cet arrangement, A et A' les 
nombres respectifs d'inversions contenues dans les arrangements aiai,,.ax 
d'une part et «a-^-iaa-f-s . . . «« de l'autre; montrer que l'on a 

I = A -h A -4- Oi-H a2-+-...-+-aa : -- 

On reconnaît sans peine que la différence I — A — A' ne dépend pas de 
l'ordre dans lequel sont rangés les nombres ai, a^, ..., a», et que, si l'on 
suppose les nombres rangés par ordre de grandeur, il y a, parmi les nombres 
aa-^.l, aa+s, ..., a„, a\ — i nombres plus petits que aj, aj — 2 nombres plus 
petits que a*, etc. 

128. Montrer qu'une permutation donnée (au sens du n® 122), portant sur 
n éléments, peut être remplacée par un certain nombre de permutations cir- 
culaires dont chacune ne porte, en général, que sur une partie des n éléments, 
les éléments qui sont changés par une de ces permutations restant inaltérés 
par toutes les autres. Si parmi ces permutations circulaires il y en a A: qui 
portent sur un nombre pair d'éléments, le nombre de transpositions qui équi- 
valent à la permutation donnée est de même parité que k — i. 



CHAPITRE IX. 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



128. Je commence par rappeler quelques notions et principes 
concernant les systèmes d'équations; je crois inutile de revenir sur 
les principes qui se rapportent à une seule équation. 

Étant donné un système d'équations ( ' ) 

X, =o, X2 = o, ..., X|, = o, 

où X| , Xj, . . . , X„ sont des expressions dont on sait calculer la valeur 
numérique quand on connaît les valeurs numériques des inconnues 
^j y-* ^i • • -5 P^^ exemple des polynômes en x, y^ z, . . .; on sait 
qu'on appelle solution de ce système d'équations tout système de 
nombres a^oj^o, 3©, ... qui, substitués à la place de ^, y, 3, . . . dans 
X|, Xa, . . ., X,|, annulent ces expressions. 

Cette définition s'applique quand on a affaire à des équations pure- 
ment numériques; mais il peut se faire que les expressions X^, 
X2, ..., X„ contiennent des coefficients représentés par des lettres 
/i, 6, c, . . . que l'on regarde comme des données : les coefficients «, 
6, c, . . . sont susceptibles soit de prendre toutes les valeurs possibles, 
soit de prendre seulement les valeurs qui satisfont à certaines con- 
ditions. 

Dans ce cas on appellera solution du système proposé un système 
d'expressions en a, 6, c, . . . telles qu'en remplaçant ^, ^, 2, ... par 



(*) Pour simplifier un peu, j'ai supposé qu'on avait fait passer tous les termes 
<lans un membre, mais cette supposition n'a rien d'essentiel, et le lecteur verra 
sans peine les légères modiCcations qu'il faudrait apporter au texte, si elle n'était 
pas réalisée. 
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ces expressions, X|, Xo, . . ., X,, deviennent nuls, quelles que soient 
les valeurs numériques de a, 6, c, ..., vérifiant toutefois les condi- 
tions imposées à ces coefficients. 

Il peut aussi arriver qu'une solution du système proposé soit 
formée par des expressions qui contiennent une ou plusieurs indé- 
terminées : on doit alors entendre que X|, X2, . . ., X„, quand on y 
remplace x, y^ z^ . . . par ces expressions, s'annulent quelles que 
soient les valeurs numériques de ces indéterminées, au moins lorsque 
ces valeurs satisfont à certaines conditions qui peuvent leur être 
imposées. 

Au fond, tous ces cas ne diffèrent pas essentiellement; on peut, 
afin de regarder une solution comme formée d'un système de nombres, 
imaginer qu'on a attribué soit aux coefficients, soit à ces indétermi- 
nées dont je viens de parler, des valeurs numériques; les expressions 
des inconnues x, y^ z^ . . ., au moyen des coefficients ou des indéter- 
minées, deviennent alors des nombres qui doivent annuler Xi, 

On dit que deux systèmes d'équations en x^y, z, ... 

(r) Xi=o, Xj=o, 

(2) Yi =0, Y, =0 

sont équivalents quand les solutions de l'un sont les mêmes que les 
solutions de l'autre ; pour prouver l'équivalence de deux systèmes, il 
faut prouver que toute solution du premier est une solution du 
second, que toute solution du second est une solution du premier. 

Lorsque toute solution du premier vérifie le second, on dit que le 
premier système entraîne le second. Pour prouver que deux sys- 
tèmes sont équivalents, il faut prouver que chacun d'eux entraîne 
l'autre. 

Il est clair que si, dans un système d'équations, on remplace une 
équation par une équation équivalente, on obtient un système équi- 
valent au premier; de même encore, en remplaçant dans le système 
proposé un système partiel d'équations par un système équivalent. 

Si ai, «2, " ", cifi sont des nombres dont le dernier n'est pas nul, 
le système 

Xi=:0, X2=0, ..., X,j-i=0, X«=o 
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est équivalent au système 

Xi = o, X, = o, . . . , X,i-i = o, 

ai Xj -1- a j Xj -H . . . -f- an X« = o. 

Il est clair, en effet, quels que soient les nombres ^,, «2) • ••? «//? 
que le premier système entraîne le second; quant au second, il 
enti'aîne évidemment le suivant 

X| = o, Xj = o, . . . , Xrt_| = o, an^n = o, 

c'est-à-dire le premier, lorsqu'on suppose que an n'est pas nul. 

Cette proposition sera généralisée plus tard (*). 

Considérons un système, dont l'une des équations, la première par 
exemple, soit résolue par rapport à l'une des inconnues or, laquelle 
se trouve ainsi, en général, exprimée au moyen des données et des 
autres inconnues y, z, On obtient un système équivalent au pro- 
posé, en reproduisant d'abord la première équation, puis en rempla- 
çant dans les autres équations l'inconnue x par son expression en 
j, 5, .... 

En effet, si l'on considère une solution quelconque de l'un ou de 
l'autre système, la valeur de x et celle de son expression au moyen 
des autres inconnues jk? 2, . . . qu'on a substituée à x dans les équa- 
tions du premier système pour former le second sont les mêmes, en 
vertu de la première équation commune aux deux systèmes; dire que 
les équations de l'un ou de l'autre des systèmes sont vérifiées, c'est 
dire la même chose (*^). 



(^) On peut observer de suite que la démonslralion ne suppose nullement que les 
quantités a^y a^,, ..., a„_i soient des nombres : elle subsisterait évidemment si ces^ 
quantités étaient des polynômes contenant les inconnues. 

(') La proposition se généralise aisément; si Ton considère, par exemple, les équa- 
tions 

X — y = 'it a?'— ^' = 8; 

donc la seconde peut s'écrire {x — y) {x-i-y) = S, on formera un système équiva- 
lent au système proposé en remplaçant dans cette seconde équation x — y par 2 ; ce 
n'est pas une inconnue que l'on a remplacée par sa valeur, ou par une fonction des 
autres inconnues, c'est une fonction de deux inconnues, x — y^ que Ton u remplacée 
par un nombre qui doit lui être égal en vertu de la première équation. On peut aussi 
supposer que 2, 3, . . . équations du système aient été résolues par rapport à a, 3, ... 
inconnues^ que l'on remplacerait par leurs expressions dans les autres équations. 
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129. Mon objet essentiel est ici l'étude des équations du premier 
degré par rapport aux inconnues. Si l'on a fait passer tous les termes 
d'une telle équation dans le premier membre, ce premier membre 
est un polynôme du premier degré par rapport aux inconnues regar- 
dées comme les variables du polynôme ; il pourra s'écrire 

ax -f- by -4- C5 -4- . . . -H /, 
a^Xi-h aj arj -h . . . -4- anX,, -f- a/i^j, 

en désignant les inconnues par x^ y^ z^ . , .^ ou par x,, .r2, . . ., j:» et 
les coefficients, que l'on regardera comme numériques, par a, b, 
c, . . ., l ou par a,, «2î • • M «//» «/i+f Le terme l ou On^i, qui ne con- 
tient pas d'inconnue (ou de variable) en facteur, s'appelle le terme 
indépendant des inconnues, le terme constant ou le terme toul 
connu. Ce terme peut être nul; le polynôme est alors homogène; je 
le désignerai dans ce cas sous le nom de forme linéaire en x^ y, 5, ... 
ou en Xi, Xa, . . ., x„ ('). 

11 m'arrivera souvent, comme je l'ai déjà fait d'ailleurs, de désigner 
les premiers membres par de grandes lettres telles que X, Y, Z, ... 
ou X|, Xa, . . ., X^; il doit être bien entendu que ce n'est là qu'une 
abréviation, et que le lecteur doit substituer, par la pensée, le poly- 
nôme tout entier à la grande lettre qui le représente. 

On a souvent, en désignant en général par X|, X2, . . ., X^ des 
polynômes en Xi, x^^ ..., Xp^ l'occasion de considérer des expres- 
-sions telles que 

aiXi -h «jXj H-. . .-!- a,,X,„ 

OÙ ai, aa, . . ., a^ sont des nombres : une telle expression est linéaire 



(*) Le sens des mots forme et linéaire varie un peu suivant les auteurs; souvent 
le mot forme est pris simplement comme synonyme de polynôme et le mot linéaire 
comme synonyme de du premier degré. L'origine de ce dernier mol est dans la 
signification des équations du premier degré, en Géométrie analytique. Il ne me 
paraît pas que ces synonymes soient nécessaires, et, conformément à un usa^c d'ail- 
leurs très répandu, je réserverai, dans le présent livre, le mot forme pour les poly- 
nômes homogènes, le mot linéaire pour les polynômes homogènes et du premier 
degré. Un polynôme du premier degré devra ainsi être regardé comme uoe forme 
linéaire à laquelle on a ajouté une constante. L'emploi des mots form.e et linéaire 
me dispensera donc d'ajouter l'épithète homogène. Une équation linéaire sera une 
équation du premier degré sans terme constant; souvent on fait passer le terme 
constant dans le second membre; le premier membre est alors linéaire par rapport 
aux inconnues. 
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en X| , Xj, . . ., X^ ; elle est obtenue en combinant linéairement X, , 
Xo, . . ., Xp : c'est une combinaison linéaire de X| , X-j, . . ., X^; en 
combinant linéairement plusieurs combinaisons linéaires de X|, 
X2, . . ., X^ on retombe évidemment sur une combinaison linéaire de 
X,, Xo, ..., Xy,. Si Ton considère les équations X| = o,X2=^o, . . ., 
X^ = G, toute équation obtenue en é^^alant à o une combinaison 
linéaire de X, , Xo, . . ., X^ s'appelle aussi une combinaison linéaire 
de ces équations 

Si X,, X2, ..., X;, sont des polynômes du premier degré en j:|, 
X2j . . .j x„, l'expression a,X| + a2X2-{-. . .-+- ^p^p est évidemment 
aussi, en général, un polynôme du premier degré en x^^ x^^ . .., Xn\ 
c'est une expression linéaire en ^1, ^2, ..-, ^w lorsque X|, X2, ..., Xy, 
sont linéaires en Xi^ x*^ , , ,y x„. 

Il faut, toutefois, remarquer que les variables peuvent disparaître 
de la combinaison linéaire a, X| -h a2 X2 +. . .-h oLpHp des polynômes 
X|, X2, . . ., X^. Si par exemple on pose 

X = 2x — 3^ -t- - — i , 
Y= X — iy — -s-f-2, 
Z = x-h 53 — 10, 

et si l'on forme la combinaison linéaire en X, Y, Z 

2X — 3Y — Z, 

on voit de suite, en remplaçant X, Y, Z par leurs expressions, en 
ordonnant par rapport à x^ y^ 5, que les coefficients de ces variables 
sont nuls et que l'on a, identiquement en x^y^ s, 

9X_3Y — Z = 2; 

notons en passant que cette identité montre clairement qu'il ne peut 
exister aucun système de valeurs pour x^ y, z telles que X, Y, Z 
s'annulent pour ces valeurs : en d'autres termes, on ne peut satisfaire 
à la fois aux équations X = o, Y = o, Z = o. Si, au contraire, en con- 
servant à X, Y leur signification, on avait supposé Z = x -\- dz — 8, 
on aurait eu, identiquement en x, y, z, 

2X — 3Y-.Z = o, 



3l4 CHAPITRE rX. 

et il serait évident par là que tout système de valeurs de x^ y^ z qui 
annule X et Y, annule aussi Z; en d'autres termes, les équations 
X = o, Y =o entraîneraient l'équation Z = o. 

Remarquons encore que, si X, Y, Z désignent en général des 
polynômes du premier degré en j;, y^ z, savoir 

aa? -\- by -h cz-h d, a! x -h h' y 4- c z -i- cf , cC x H- h' y -\-c''z + d'y 

et s'il existe une combinaison linéaire aX-h^Y-f-yZ, de X, Y, Z 
d'où les variables x, r, z disparaissent, la combinaison linéaire 
aX'-h pY'-hyZ' des polynômes linéaires en x^y, :?, 

X' = ax -h by -^ c s^ Y' = a'x-^ b'y -h cz, Z' = a'x-hb'y-hc^z, 

obtenus en supprimant les termes constants d, rf', d" des polynômes 
X, Y, Z, est identiquement nulle. En effet, dans les deux expressions 

aX'-hpY'-f-YZ' 
et 

«X -HpYH-YZ 

les coefficients de .r, r, z sont évidemment les mêmes : or, par hypo- 
thèse, ces coefficients sont nuls dans la première expression. Inverse- 
ment, l'existence d'une relation de la forme aX'-f-^ Y'4-yZ'=o, iden- 
tique en x,y^ z^ implique évidemment l'existence d'une combinaison 
linéaire aX-f-pY-t-yZ des polynômes du premier degré X, Y, Z, 
d'où les variables r, y^ z disparaissent. 

Ces résultats s'étendent à des polynômes du premier degré com- 
portant autant de variables que l'on veut. 

130. Il importe, pour ce qui suit, d'étudier l'application aux équa- 
tions du premier degré du second principe que l'on a rappelé au 
n" 128; si l'on veut appliquer ce principe, il est clair qu'on a à effec- 
tuer successivement les deux opérations suivantes : 

i" Résoudre l'une des équations données par rapport à l'une des 
inconnues .r, qui, après cette résolution, se trouve, en général, expri- 
mée au moyen des autres inconnues^, ^, 

2" Substituer dans les autres équations, à la place de x^ son 
expression au moyen dej^, 3. . .. 

On est ainsi amené à étudier ce que devient, par cette substitution. 
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le premier membre de l'une quelconque de ces autres équations, 
lequel était primitivement un polynôme du premier degré en x^ 
y. z, 

Je vais raisonner en supposant qu'il y ait trois inconnues j:, ^et r; 
le lecteur reconnaîtra immédiatement que les résultats qui suivent ne 
dépendent pas du nombre des inconnues. 

Considérons l'équation du premier degré 

X = ax -f- h y -h- cz -^ d = o, 
et soit 

Y = a'x-^ h' y ->r c z -\- d! 

un polynôme du premier degré en x^y^ z\ on va voir ce qu'il devient 
quand on résout l'équation X = o par rapport à l'une des inconnues 
et que l'on y remplace cette inconnue par l'expression que l'on a 
trouvée; a, 6, c, rf, a', h\ c', d! seront regardés comme des coeffi- 
cients numériques. 

Si le coefficient a n'est pas nul, l'équation X = o est équivalente 
il l'équation - X = o, ou 

h c d 

X — Y z : 

a'' a a' 

sous cette forme, elle est résolue par rapport à x {^). On observera 
que les coefficients de y^ z dans le second membre ne dépendent pas 
du terme constant d. 

Si l'on remplace x par cette expression dans Y, on obtiendra un 
polynôme Y,, du premier degré en^, w, à savoir 

Y| = a' ( y— - z ) -H A'vH- c z -{- d' 

\ a^ a a/ "^ 

et l'on vérifie de suite que l'on a identiquement en x, y, z 



( ' ) Il nous sera ulilc plus tard d'avoir remarqué que, quand on laisse tous les 
termes dans un mùmc membre, la résolution d'une équation du premier degré par 
rapport à une inconnue revient à diviser le premier membre de cette équation par 
le coeriicient de cette inconnue. 
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en d'autres termes, le' polynôme Y, est une forme linéaire en X, \, 
dont les coefficients sont et i . Dans ce polynôme, les coeffi- 
cients des variables y, z ne dépendent nullement des termes con- 
stants rf, d'j mais seulement de la valeur des coefficients de :r, v, z 
dans X et dans Y. 

Si Ton considère les deux équations du premier degré X = o, 
Y = o, il est clair que leur système est équivalent au système X = o, 

Y X = o, en sorte que, dans le cas des équations du premier 

degré, la seconde proposition du n" 128 est une conséquence de la 
première ; mais c'est sur un autre point que je désire appeler Tallen- 
tion du lecteur. 

Il peut se faire, après la substitution, que les inconnues y, z dis- 
paraissent, en sorte que Y, ne soit plus, à proprement parler, un 
polynôme en y et w, mais se réduise à un nombre |jl, qui peut d'ail- 
leurs être différent de o, ou nul. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il 
suffit, dans l'exemple précédent, que Ton ait 



,, a'b 

b = o, 

a 


, a'c 
' a. =•'' 


Y| se réduit alors au nombre rf' — 


^. et l'on 
a 


^,y, -, 





Y_^X = rf'-^. 



Si le second membre de cette identité n'est pas nul, il est clair 
qu'on ne peut avoir à la fois X = o, Y = o pour aucune valeur dex, 
jTj z; les deux équations X == o, Y= o sont incompatibles. Si, au 
contraire, le second membre est nul, il est clair que la supposition 
X = o entraîne Y = o ; on vérifiera alors les deux équations X = o, 
Y = o, en attribuant dyelz des valeurs quelconques et en attribuant 

k xIsl valeur qui en résulte pour y z 

Il convient de remarquer que ce fait exceptionnel, la disparition 
des inconnues dans Y, , ne dépend en aucune façon des termes con- 
stants rf, rf', mais seulement des valeurs des coefficients a, 6, c, «', 
b'j d des inconnues x^ v, z. 
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131. Ces remarques faites, j'expliquerai la méthode de résolution 
(les équations linéaires par substitution sur le cas de trois équations 
(lu premier degré à trois inconnues. 

Soient 

)X = ax -+- by -\- cz -r- d = o, 
. ./ i ^ ~ ^ ^ "*" ^ y -^ ^ - H- rf' = o, 

f Z = «'x -H b'y -h c'z -f- c?" = o 

ces trois équations. Elles peuvent s'écrire encore 

X'-i-f/ = o, Y'-hrf' = o, Z'-f-rr=:o, 

en désignant parX', \', 7J les polynômes linéaires en x^y^ z 

ax -k- by -\- cz^ a! x -\- U y -\- c z^ a x -\-b'' y -\- c' z^ 

que l'on obtient en supprimant les termes constants rf, d! ^ d!' des po- 
lynômes X, Y, Z. 

Supposons que l'un des coefficients des inconnues, a par exemple, 
ne soit pas nul; en résolvant l'équation X = o eten portant l'expres- 
sion trouvée 

b c d ^ 

a'^ a a 

dans les deux autres équations, on parviendra aux équations 

\ Y, = A^ -f-Bi -hC =0, 
^''^ i z, = A>-hB'^-+-C'=o, 

en posant; pour abréger, 

A 1» ^ , D , c . ^ d , 

X = b a . B=c a , C = d a, 

a a a 

\'=b'-^'a\ B'=c'— -a^ 0'=^"— -a'. 
a a a 

x\însi qu'on l'a déjà fait observer, les valeurs des coefficients A, B^ 
A/. B' de y, z dans Y| et Z, ne dépendent nullement des termes con- 
stants rf, 6?', d\ 

On a d'ailleurs identiquement en ^, y, z 

(3) .Y, = Y-Jx, Z, = Z-^'x, 
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et le système des équations proposé est équivalent au système 

V V b c . 

\,= o, Z|=o, x= y z — a, 

dont la dernière équivaut à X = o. 

En général, les inconnues j', z figurent dans Y,, Z| ; si, par 

exemple, A n'est pas nul, on résoudra Téquation Y| = o, par rapport 

B r 
à y et l'on remplacera, dans l'équation Z| = o, y par — - :; — j; 

Z,, après la substitution, deviendra 



,.z.--v,-(„.-^»). 



.V„ /.,. -■VB^^^,,,_^'Ç. 



La valeur du coefficient de z dans Za ne dépend que de la valeur 
des coefficients A, B, A', B', et, par suite, des coefficients a, 6, c, d, 
b', c', a", 6", c'\ nullement de la valeur des termes constants rf, ûT, (T. 

A cause des relations (3), on a, identiquement, en jc,y, z^ 



(4) 



a . A \ ^ / \ «A a / A 



Zo est donc une forme linéaire en X, Y, Z dans laquelle le coeffi- 
cient de Z est I . 

Le système proposé est équivalent au système 

Z, = 0, 









B 






G 




y 






A 

b 






A' 

c 


d 


X 


^r 




— 


y 




- z - 










a 




a 


a 



Si, dans la première équation, le coefficient de z n'est pas nul, on 
pourra résoudre cette équation par rapport à ;;, et l'on en tirera une 
valeur unique ^ = X; le système proposé est équivalent au système 



z = X, 

B, G 



y 






^b/B. C\ c. d 

a \A A/ a a 
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dont la solution est mise en évidence : dans ce cas le système pro- 
posé admet une solution, et une seule. 

Tout en continuant de supposer que, dans Y,, Z|, l'un des coeffi- 
cients des inconnues, A par exemple, ne soit pas nul, supposons que 
rinconnue z disparaisse de Z^ qui se réduit alors au nombre 

A'C . 

G j--; le raisonnement du numéro précédent montre que, si ce 

nombre n'est pas nul, les équations \| = o, Z, = o sont incompa- 

A'G 
tibles, et le système proposé impossible; si, au contraire, C r— 

est nul, on n'aura plus à tenir compte de l'équation Z2=o, qui se 
réduit à o == o, et l'on pourra dire que le système des trois équations 
proposées est équivalent au système des deux équations 





B 


C 




y = - 


__,. 


"Â' 




x = - 


b 


c 

- - z- 
a 


d 
a 



ou encore au système 



B C 



6 /B C\ c d /bn c\ bC d 

a\\ A. / a a \ « A a/ a\ a 



Deux des inconnues y et x s'expriment alors comme des poly- 
nômes du premier degré en z^ qui reste indéterminé. On peut attri- 
buer à z une valeur numérique arbitraire; les valeurs de y, x qui 
résultent des formules ci-dessus satisfont aux équations proposées : 
inversement, dans toute solution du système proposé, les valeurs de 
JK, X s'expriment par les formules précédentes au moyen de la valeur 
de z. 

Dans le cas où z ne figure pas dans Z^, qui se réduit alors au 

G 
nombre C — -r A', on a identiquement en x^ y, w, en vertu de (4), 

A \ Aa a 1 A ' 

il y a une combinaison linéaire de X, Y, Z qui se réduit identiquement 

A ' C* 

au nombre C ^- L'identité précédente montre bien, quand 
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C ~ n'est j)as nul, que les équations X = o, Y = o, Z = o sont 

\'G 
incompatibles, et, quand C — '— r— est nul, que les deux premières 

entraînent la troisième. 

S'il arrivait que les inconnues y, z ne figurassent ni l'une ni 
l'autre dans les équations Y| = o, Z, = o, c'est-à-dire si l'on avait 



a = o. 

a 


c rt = o, 

a 


a 


c rt = () 

a 



auquel cas Yi, Zj se réduiraient aux nombres d' a\ d" a . 

ou bien ces derniers nombres ne seraient pas nuls à la fois, et l'une 
des équations Y = o, Z = o serait incompatible avec l'équation X=:(). 

ou bien les deux nombres d' a\ d' a" seraient nuls, et alors 

l'équation X=o entraînerait les deux équations Y = o, Z = o. 
Dans ce dernier cas, le système des trois équations proposées serait 
équivalent à l'unique équation 

b c d 

X— y z ; 

tf^ a a 

y cl z resteraient indéterminés; on peut leur attribuer telles valeurs 
que l'on veut, la valeur de x est donnée par la formule précédente: 
inversement, dans toute solution du système proposé, la valeur de x 
est liée par la relation précédente aux valeurs de 7^ et de z. 

Lorsque y^ z disparaissent des équations Y» = o, Z, = o, on a 
entre X, Y, Z, à cause des identités (3), les relations, identiques 
en X, y, z, 

Y-e:'x = rf'-^a', 
a a 

a a 

qui mettent en évidence, quand les seconds membres ne sont pas 
nuls tous deux, l'incompatibilité de l'équation X = o avec l'une au 
moins des équations Y = o, Z == o, et qui, lorsque les seconds 
membres sont nuls, montrent que l'équation X = o entraîne les deux 
équations Y = o, Z = o. 
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Enfin, si dans les équations proposées, les coefficients de toutes les 
inconnues étaient nuls, en sorte que ces équations se réduiraient 
à rf == o, rf'= o, d" = o, ou bien Tun des nombres r/, rf', cP ne serait 
pas nul, et le système proposé serait manifestement impossible, ou 
bien rf, d\ rf' seraient nuls et le système proposé serait vérifié quelles 
que fussent les valeurs de x^ y^ z. 

En résumé, ou bien il y a une solution, et une seule; ou bien il y a 
impossibilité; ou bien une ou deux inconnues peuvent être prises 
arbitrairement, les deux autres ou la troisième s'exprimant au moyen 
de cette inconnue ou de ces inconnues arbitraires, ou encore, dans le 
cas très exceptionnel signalé tout à l'heure, les trois inconnues sont 
indéterminées. Enfin, dans les cas d'impossibilité ou d'indétermi- 
nation, il y a entre les premiers membres des équations des relations 
(identiques en >r, y, s), qui manifestent cette impossibilité ou cette 
indétermination. Ces relations sont de la forme 

Tun des coefficients numériques a, p, y n'étant pas nul, puisque, 
dans les relations de cette nature que l'on a obtenues dans le cours de 
la démonstration, l'un de ces coefficients était toujours égal à i . On 
peut dire encore qu'il existe une combinaison linéaire aX H- pY + yZ 
des premiers membres des équations dans laquelle les coefficients a, 
p, y ne sont pas tous nuls et d'où les inconnues disparaissent. Dans le 
cas très exceptionnel où ces inconnues ne figureraient pas dans X, 
Y, Z, on peut prendre pour a, ^, y des nombres quelconques. Ces 
relations identiques mettent en évidence l'impossibilité ou l'indéter- 
mination du système. On est certainement dans le cas de l'impossi- 
bilité si n'est pas nul. 

D'autre part, l'impossibilité ou l'indétermination se manifestent 
toujours, après l'une des substitutions dont la méthode se compose, 
par la disparition totale des inconnues dans l'une des équations où 
l'on a fait cette substitution, et, ainsi qu'on l'a fait observer, cette 
disparition ne dépend en aucune façon des termes constants, mais seu- 
lement des valeurs attribuées aux coefficients des inconnues. Il suffit 
de se reporter aux raisonnements précédents pour reconnaître que 
l'indétermination apparaît en quelque sorte comme un cas particulier 
de l'impossibilité : qu'on laisse leurs valeurs aux coefficients de x^ 
y^ 5, dans les équations proposées, et qu'on modifie seulement les 

T. 21 
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termes constants, le système, s'il était impossible, peut, pour cer- 
taines valeurs de ces termes constants, devenir indéterminé. 
Considérons les équations linéaires en x, y, z 

X'=o, Y'=o, Z'=o, 

obtenues en supprimant les termes constants <i, d\ (f des premiers 
membres X, Y, Z des équations proposées. Ce système n'est jamais 
impossible : il est, en effet, évidemment vérifié pour a; = o, ^^ = 0, 
^ = o, en sorte qu'il arrivera de deux choses l'une : ou bien le sys- 
tème X'= o, Y'= o, Z'= o n'admettra que cette solution, ou bien ce 
systèmeseraindéterminé,etdeux inconnues s'exprimeront linéairement 
au moyen de la troisième ; ou bien une inconnue s'exprimera linéai- 
rement au moyen des deux autres. Dans le cas où tous les coefficients 
seraient nuls, les trois inconnues seraient évidemment indéterminées. 
S'il y a indétermination, il existe entre X', Y', Z' au moins une rela- 
tion linéaire, identique en x^y^ ^, de la forme aX' + pY'-hyZ'^o, 
relation dans laquelle l'un des coefficients numériques a, ^, y n'est 
pas nul. Si, par exemple, y n'est pas nul, la relation précédente peut 
étne résolue par rapport à Z' qui apparaît ainsi comme une combi- 
naison linéaire de X' et Y'. Enfin, je rappelle que l'existence d'une 
relation, identique en x, y^ z, de la forme aX-|-jbY-|-yZ-|-8 = o, 
entraîne nécessairement l'identité aX'-h PY'-+- yZ'= o, et récipro- 
quement. 

Si les équations X'=: o, Y'=: o, Z'r= o n'admettent pas d'autre so- 
lution que X = o^ y :7z: o, z = Oj le système n'est pas indéterminé et, 
quand on appliquera, pour résoudre les équations, la méthode de 
substitution, on ne se trouvera point dans le cas exceptionnel où les 
inconnues disparaissent totalement de quelqu'une des équations où 
l'on a fait la substitution ; on ne se trouvera pas non plus dans ce cas 
exceptionnel pour les équations X= o, Y = o, Z =0, et cela quelles 
que soient les valeurs numériques des termes constants rf, rf', rT, Ces 
dernières équations admettront une solution et une seule. Si le sys- 
tème X'= o, Y'=: o, Z'= o est indéterminé, c'est qu'après une des 
substitutions les inconnues disparaissent totalement de l'une des 
équations où l'on a fait la substitution. Il en est de même pour les 
équations X = o, Y=o, Z = o dont le système est alors impossible 
ou indéterminé; on se trouvera dans un cas ou dans l'autre suivant 
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les valeurs de rf, rf', (f . Réciproquement, si le système X== o, Y = o, 
Z = o admet une solution unique, le système X'= o, Y'= o, Z'= o 
n'admet pas d'autre solution que a: = o, j^= o, s = o. Si le système 
X = o, Y = o, Z=o est impossible ou indéterminé, le système 
X'= o, Y':= o, Z'=: o est indéterminé. 

13â. Supposons qu'on applique la méthode de substitution aux 
équations du premier degré 

X = o, Y = o, Z = o, 

telle qu'elle a été décrite au numéro précédent, mais en ayant soin, 
quand on résout une équation, de tout laisser dans le premier membre, 
ce qui revient alors à diviser simplement par le coefficient d'une in- 
connue, et, quand on a fait une substitution, de tout laisser encore 
dans le premier membre. Le premier membre de l'équation qu'on 
vient d'écrire est une combinaison linéaire des deux premiers membres 
de deux équations, celle d'où l'on a tiré l'inconnue et celle où l'on a 
fait la substitution. Puisque, en combinant linéairement des combi- 
naisons linéaires de X, Y, Z, on retombe toujours sur des combinai- 
sons linéaires de ces expressions, il est clair que les premiers membres 
de toutes les équations que l'on écrit sont toujours des combinaisons 
linéaires de X, Y, Z, c'est-à-dire des expressions de la forme 
aX-h j5Y -H yZ, a, p, y étant des coefficients purement numériques. 
Supposons maintenant qu'on soit dans le cas où les équations 
X =o, Y = o,Z = o admettent une solution jTq, y^, ^o» et une seule, 
la méthode conduit, uniquement par des résolutions d'équations du 
premier degré et des substitutions, à ces valeurs des inconnues, c'est- 
à-dire que son résultat final est de la forme 

37 — a?o=o, r — ro=o, ^— Zo=0. 

Les premiers membres de ces dernières équations doivent être, eux 
aussi, des combinaisons linéaires de X, Y, Z, c'est-à-dire qu'il doit 
exister neuf nombres a, fJ, y, a', P', y', a", ^", ^ tels que l'on ait 
identiquement en jc, y^ z 

l ar — a7o=aX-Hp Y-f-^ Z. 

<i) < ^-j^o=«'X-^P'Y-i-yZ' 

f X— ^o = a'X-hP'YH-Y'Z. 
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Réciproquement, supposons qu'on ait trouvé neuf nombres a, 
P, . . . , y tels que les relations précédentes aient lieu identique- 
ment en x^ y, z; il est clair qu'on ne peut avoir à la fois X= o, 
Y = o, Z = o sans que l'on ait x = j:©, y =.ro? ^ = -s© ; si les équa- 
tions X=o,Y = o, Z=o ont une solution, celle-ci ne peut être que 
•^oî^Oî j5o> mais on n'aperçoit pas de suite que ces nombres annulent 
effectivement X, Y, Z ; c'est pour l'établir que j'ai fait les remarques 
qui terminent le numéro précédent. En désignant encore par X', 
Y', Z' les formes linéaires en x^ y^ z qui deviennent X, Y, Z quand 
on supprime les termes constants rf, <-/', </', les identités précédentes, 
supposées vraies, impliquent celles que voici 

7 = a'X'-hp' Y'-f-Y'Z', 
.5=a''X'-f- P'Y'h-y'Z', 

puisque, dans les deux membres de chacune de ces égalités, les coef- 
ficients de X, y^ z doivent être égaux en vertu des identités (i). Dès 
lors, X', Y', Z' ne pouvant, en vertu de ces identités, être nuls simul- 
tanément sans que l'on ait j? := o, ^ = o, 5 = o, il est clair qu'il n'y 
a pas indétermination pour les équations X'=o, Y'=o, Z'=o et 
que, par conséquent, il ne peut y avoir ni impossibilité, ni indéter- 
mination pour les équations X = o, Y=:o, Z = o; elles admettent 
une solution, et une seule, qui est certainement x=zXq^ yz=.y^^ 

z = 3o- 

De là une méthode pour la résolution des équations du premier 
degié, qui consiste à déterminer les coefficients a, ^, y de manière 
que, dans aX -h ^Y -|- yZ, les coefficients de y et de z soient nuls. 
Avant de donner un exemple de cette méthode (n" 134), je veux 
faire les remarques suivantes : 

Quand on cherche à résoudre les équations X = o, Y := o, Z = o, 
on n'applique pas toujours la méthode régulière de substitution telle 
qu'elle a été décrite au n" 130; on cherche à profiter de la forme spé- 
ciale de ces équations, on les combine par addition, après les avoir 
multipliées par certains facteurs; quelquefois, après avoir résolu par 
rapport à une inconnue, on fait une substitution. Tout cela revient, au 
fond, à former des combinaisons linéaires des équations; car le fait, 
que, dans le cours des calculs, on fait passer des termes d'un membre 
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dans un autre, est évidemment insignifiant. Si, en faisant toutes ces 
opérations dans un ordre quelconque, on arrive à un système d'équa- 
tions de la forme 

OÙ ^o> JKo> ^0 sont des nombres, il est bien clair que le système pro- 
posé ne peut admettre d'autre solution que Xq^ yot ^o î mais le rai- 
sonnement précédent montre que oTq, jKo> ^o constituent effectivement 
une solution, et il n'est pas nécessaire, au point de vue théorique, de 
constater que ^07 J^o? ^0 annulent effectivement X, Y, Z. Cette véri- 
fication reste utile pour s'assurer qu'on n'a point commis de faute de 
calcul. 

Pour peu que le lecteur veuille y réfléchir, il reconnaîtra sans peine 
que la méthode de substitution et les résultais qui précèdent s'étendent 
à la résolution d'un système de n équations du premier degré à n in- 
connues, et même, sauf quelques modifications, de n équations du pre- 
mier degré à p inconnues; elle permettra toujours soit de parvenir à la 
solution unique si le système n'admet qu'une solution (ce qui suppose 
le nombre des équations au moins égal à celui des inconnues), soit de 
mettre en évidence l'impossibilité ou l'indétermination du système; 
dans le cas d'indétermination, certaines inconnues s'expriment par 
des polynômes du premier degré, dont les autres inconnues sont les 
variables. Les conclusions qu'on vient d'établir relativement aux com- 
binaisons linéaires subsistent pour n équations du premier degré à 
n inconnues. Lorsque, en combinant linéairement ces équations, on 
parvient à n égalités, conséquences nécessaires des n équations, dont 
chacune fournit la valeur d'une inconnue, on est sûr que ces valeurs 
vérifient effectivement les équations. C'est d'ailleurs ce qui ressortira 
du Chapitre suivant. 

Considérons, par exemple, les équations 

— X -h y -h z =z a, 
X — r -♦- ^ = 6, 
a? -i- ^ — « = c, 

on en tire, en ajoutant membre à membre. 
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puis en retranchant membre à membre de celle-là chacune des équa- 
tions proposées et en divisant par 2, 

b -h c — a c -*- a — b a-^b — c 

2 *^ 2 1 

on n'a fait, au fond, que des combinaisons linéaires des équations; 
sans la théorie précédente, on pouvait affirmer évidemment que les 
équations proposées n'avaient pas d'autre solution que celle qu'on 
vient d'écrire ; la théorie précédente montre qu'on a bien eflectivement 
là une solution. 

133. La méthode de substitution appliquée à deux équations du 
premier degré à deux inconnues 

(i) J -^ ' 

/ a' X ->r b'y-h c'= o, 

conduit à ce résultat essentiel, bien connu du lecteur : Lorsque la 
quantité ab' — ba' n'est pas nulle, le système (i) admet une solution, 
et une seule, qui s'exprime par les formules 

, . bd^cb' ca'^ac' 

Notons en passant que, d'après cela, les équations linéaires en x^y 
ax -\- b y =■ o^ a' x -^ b' y = o 

n'admettent dans ce cas que la solution évidente j7 = o, j^ = o. En 
d'autres termes, si l'on sait que x^y sont des nombres qui vérifienl 
ces équations, on a, ou a: = o, y = o, ou ab' — ba' = o. 

Dans le cas où cette dernière relation est vérifiée, il y a des valeurs 
de Xy y qui ne sont pas nulles toutes les deux et qui vérifient les 
équations proposées. 

Considérons maintenant les deux équations linéaires en x^y^ z 

\^ax^by^cz=iO, 
\ a'x -\- b' y -h c z = o, 

et cherchons à déterminer toutes les valeurs de x^y^ z qui vérifient 
ces équations. Supposons d'abord ab' — ba' différent de 0. Le sjs- 
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tème (3), d'après ce qu'on vient de dire, équivaut au système 

_ {bc' -cb')z __ (ofl'--ac')z 

^^^ ^- ab'-ba' ' ^- ab'^ba' ' 

c'est-à-dire qu'on obtiendra n'importe quelle solution du système (3) 
en donnant à z une valeur quelconque et en prenant pour x, y les 
\uleurs qui résultent des formules (4); réciproquement, toute solu- 
tion du système (3) peut s'obtenir de cette façon. Les formules (4) 
fournissent, en y laissant z indéterminé, la solution générale du sys^ 
tème (3). Si nous posons z = (ab' — ba')t^ il est clair qu'à chaque 
valeur de t correspond une valeur de z et que, réciproquement, à 
chitque valeur de z correspond une valeur de ^; on peut donc tout 
aussi bien dire qu'on obtient la solution générale du système (3) en 
prenant 

(i) X ^ {bc' -^ cb' t, y=i(ca'—ac')t, z = (ab' — ba')t, 

011 / est une indéterminée. Les coefficients de /, dans les seconds 
membres, se déduisent du premier par une permutation circulaire des 
lettres «, 6, c. 

Notre raisonnement suppose que ab' — ba' n'est pas nul; mais, 
pourvu qu'une des trois quantités 

bc' — cb\ ca' — ac\ ab' — ba! 

ne soit pas nulle, le résultat subsiste; si, par exemple, c'est bd — c6' 
dont on sait qu'il n'est pas nul, on résoudra les équations (3) par 
rapport à >-, z au lieu de les résoudre par rapport k x^ y ^ on retom- 
bera sur le même résultat. 

Au lieu d'écrire la solution générale des équations (3) sous la 
forme (5), on peut, dans le cas où l'une des quantités bd — c6', 
Cfi! —• ad ^ ab' — ba n'est pas nulle, dire qu'on obtient cette solution 
générale en prenant x, y^ z respectivement proportionnels à ces 
quantités, et écrire 



bc' — cb' ca' — ac' ab' — ba' 



On doit donner à ces équations le même sens qu'aux équations (5); 
si, par exemple, l'un des dénominateurs est nul, il faut entendre que 
le numérateur correspondant doit être nul aussi. 
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Observons ce qui arrive quand deux des trois quantités bd — ch\ 
ca' — ad^ ab' — 6a', les deux dernières par exemple, sont nulles : 
en regardant les deux égalités 

ca' — c'a = o, 
ba' — 6'a = o, 

comme des équations linéaires par rapport à deux inconnues a, c/, 
on voit, d'après une remarque antérieure, qu'elles entraînent soit 
a = o, a'= o, soit c{ — b') — b ( — cf) ou bc' — b' c = o. Si Tune des 
inconnues j?, y, z ne disparaît pas à la fois des deux équations (3), 
on peut dire que l'évanouissement de deux des quantités bd — cb\ 
ca' — ad, ab' — ba' entraîne l'évanouissement de la troisième. 

Lorsque ces trois quantités sont nulles, c'est que les coefficients 
de l'une des équations (3) sont proportionnels aux coefficients de 
l'autre; l'une des équations entraîne l'autre. Deux des inconnues x, 
y, z peuvent alors être laissées arbitraires; la troisième, que Ton choi- 
sira de manière que son coefficient ne soit pas nul, s'exprime au 
moyen de ces deux-là. 

Dans tous les cas les équations (3) admettent des solutions dans 
lesquelles les inconnues x, y, z ne sont pas nulles toutes les trois. 

134. Les résultats précédents, relatifs à la résolution de deux équa- 
tions linéaires à trois inconnues, sont souvent utilisés. Je vais les 
appliquer à la résolution des trois équations 

/ X = a x-h b y -hc z~hd = o^ 

(i) I y ^ a'x -i- b' y-hdz-h et = o, 

( Z = a'x -f- b''y -hc'z -h d'=Oy 

en cherchant à déterminer trois nombres A, A', A", tels que, dans la 
combinaison linéaire AX + A'Y-|-A"Z des premiers membres, les 
termes en y, z disparaissent : il faut pour cela que les deux équations 
linéaires en A, A', A'' 

cA-hc'A'-4-c*'A' = o 

soient vérifiées; il faut donc, d'après le numéro précédent, prendre A, 
A', A" proportionnels à b'd' — b"d, b^'c — bd', bd — é'c; rien n'em- 
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pêche de prendre A, A', A" égaux à ces quantités. On a alors identi- 
quement 

(•2) AX -^ A' Y -^ A'Z = ( Aa -h X'a'-h X''a')x -^Ad-h A'rf'-H A'aT. 

On déterminera de même deux systèmes de nombres B, B', B" 
el C, C, C tels que, dans les combinaisons linéaires BX-|-B'Y-|-B"Z, 
CX-hC'Y + C'Z, les termes en :r et ^, les termes en x, y disparaissent, 
et l'on sera ainsi conduit aux identités 

\ C\ -^ C'Y -h C'Z = (Ce -h C'c' -\- Ce" ) z -h Cd-h Cd -h C'd'. 

J'écris ci-dessous le tableau qui donne les expressions, au moyen 
des neuf coefficients a, è, c, a', 6', c', rf^, è", c", des neuf quantités A, 
B,...,C' 

I A = 6'c'— fc', B = c'a"— c^a', G = a'6'— a'b', 

(3) •A'=6'c-6c'. B'=c"a—c a", C'^a"b —ab\ 

^ K"=bc'-b'c, B'=ca'-c'a, C'=a6'— a'6; 

pour retrouver rapidement ces formules, il convient de faire les 
remarques suivantes : dans l'expression de l'une quelconque des 
quantités A, .. ., G^ ne figurent que les petites lettres autres que la 
grande lettre dont on veut l'expression et autrement accentuées que 
cette dernière; ainsi, dans l'expression de A ne figurent que les 
lettres 6, c (autres que a) et afl'ectées d'un ou deux accents, tandis 
qu'il n'y en a pas dans A; en faisant une permutation circulaire sur 
les petites lettres, on produit une permutation circulaire sur les 
grandes lettres; ainsi B se déduit de A par une permutation circu- 
laire effectuée sur les petites lettres. Une permutation circulaire sur les 
accents des petites lettres, ou, si l'on veut, une permutation circulaire 
effectuée à la fois sur les lettres a, a', a", sur les lettres 6, è', è", sur 
les lettres c^d ^<f ^ produit une permutation circulaire sur les lettres A, 
V, A*, sur les lettres B, B', B", sur les lettres C, C, C 

Enfin, on vérifie immédiatement que, dans les seconds membres 
des identités (2), les coefficients respectifs de x^y^ z^ c'est-à-dire 

Aa-KA'a'-^ A'a', B6 -f- B'6'-h B'6', Ce -+- C'c'-^ Ce', 
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sont égaux : leur valeur commune est 

(4) A = a^>'c'— a6'c'H-a'6'c — a'6c'-H-a'^>c'— a^'^'c. 

Supposons que A ne soit pas nul, ce qui implique évidemment que 
les trois quantités A, A', A" ou B, B', B^, ou C, C, C ne soient pas 
nulles à la fois : on voit qu^on est conduit, par des combinaisons 
linéaires des équations proposées, aux suivantes 

' ' — 

(5) [y = - ^^ 



Arf-H 


X'd'-h 


\'if 


Aa -h 


X'a'-h 


X'a' 


B^-4- 


B'd'-^ 


B'd' 


Hb -h 


B'b'^ 


B'h" 


Crf-f- 


C'd'-h 


CdT 



Cd-hC'd'-hCd' 

Ce -h Ce' -f-C'c'' 

Il résulte du calcul même que, si les équations (i) admettent une 
solution, cette solution ne peut être autre que celle que donnent ces 
formules; mais le raisonnement du n" 132 s'applique ici et Ton est 
certain que les valeurs trouvées pour x,y, z vérifient les équations (i), 
et cela quels que soient les coefficients a, ..., c", pourvu que A ne 
soit pas nul. 

Ainsi, lorsque A n'est pas nul, les équations (i) admettent une 
solution, et une seule, que donnent les formules (5). 

Il convient de remarquer, relativement à ces formules, que les trois 
dénominateurs sont les mêmes, et que les numérateurs se déduisent 
de A en y remplaçant, pour chaque inconnue, les coefficients de cette 
inconnue par les termes constants : ainsi le numérateur de la fraction 
qui, lorsqu'on en a changé le signe, donne la valeur de x^ s'obtient 
en remplaçant, dans A, a, a', a" par </, rf', cP ; cela résulte évidemment 
de la seconde forme de cette fraction et de ce que a, a', a" ne figurent 
pas dans les expressions de A, A', A". 

135. Regardons les quantités A, ..., C, A comme définies au 
moyen des données a^ , , ,^ c" par les formules (3) et (4) du numéro 
précédent, elles pourront être regardées comme des polynômes où 
a, . . ,^ c" seraient les variables; A, . . ., C sont alors des polynômes 
homogènes du second degré, A est un polynôme homogène du troi- 
sième degré : ces polynômes sont liés entre eux par des relations 
identiques très remarquables : les premières que je vais écrire se 
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trouvent avoir été démontrées par la façon même dont on a été con- 
duit aux expressions de A, . . ., C, ou reproduisent une observation 
déjà faite sur les trois formes que peut affecter le dénominateur 
commun A des valeurs trouvées pour x, y, z 

i AaH-A'a'-t- A.'a'= A, Ba-hB'a'-t- B'a'=o, Ca -f- G'a'n- G'a'= o 
(I) ^ kb-^X'b'-^PL'b'=o, B6-4-B'6'H-B'A'=ii, Cb -^0'b'^Q:b'' = o 
{ Ac^A'c'-hA'c'^o, Bc-hB'c'H-B'c'=o, Ce -h G'c'^ Ce* = A.' 

Â ces neuf identités, il convient d'en adjoindre neuf autres ana- 
logues, auxquelles on serait parvenu en suivant exactement la même 
marche que plus haut, si, au lieu d'écrire les équations à résoudre 
sous la forme (i) du numéro précédent, on les avait écrites sous la 

forme 

aa? -H rt'^ -h a'^ -I- a = o. 

bx H- b' y -h A*' 5 -I- p = o, 

ex -h c' y -h c'^ -f- § = o. 

Au reste, le lecteur n'aura aucune peine à les vérifier sur la défini- 
lion même des polynômes A, . . ., C", A. 

i Aa -hB6 -hCc = A, A'a h-B'6 h- Ce = o, M'a -+-B'é» -+-G'c = o, 

(a) ) Aa'-+-B6'H-Gc'=o, A'a'n- B'6'-h G'c' = A, A'a'-H B^'è'-h G'c'= o, 

I Aa'H-Bè'-HGc'=o, A'a'H-B'6'-hG'c'=:o, A'a'-H B'^'-t- C'c'= A. 

Si Ton regarde pour un instant les deux égalités 

BaH-B'a'-+-B'a'=o, 
Ca-+.G'a'-»-G''a'=o. 

comme des équations linéaires où B, B', B", C, G', C" seraient les 
coefficients et a, a', o" les inconnues, on en conclut, d'après le 
n" 133, que a, a', a'' doivent être proportionnels aux quantités 
B'C— B"C', B"G — BC", BG'— B'C; il est aisé de constater que le 
facteur de proportionnalité est A : en effet, si l'on remplace, dans 
B'G'^ — B'^G', par exemple, B', G", B'', G' par leurs expressions au 
moyen de a, ..., c'', on reconnaît de suite que, dans l'expression 
développée, les monômes où a ne figure pas se détruisent, en sorte 
que a se met en facteur dans les termes restants et l'on constate 
que B'G" — B"G' est égal à Aa. G'est la première des neuf identités 
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qui suivent, les autres s'en déduisent par des permutations circulaires, 
lesquelles n'altèrent pas A, 

/ B'C''-B'G' = Aa, C'A''-C'A' = ii6, A' B'— A'B'= Ac, 

(3) I B'G -B G'= Aa', C'A— CA'=A6\ A'B— AB'=Ac', 
( B C— B'C =Aa', G A' — G' A = A6', A B'-A'B = Ac'. 

Le lecteur ne peut manquer d'être frappé par l'analogie qu'il y a 
entre ces relations et celles qui définissent les polynômes A, ..., C. 

Enfin, si l'on multiplie par A, A', A" les identités qui figurent dans 
la première colonne du tableau précédent et que l'on ajoute membre 
à membre, on trouve, en tenant compte de la première des iden- 
tités (6) 

(4) A(B'G'— B'G') -f- A'(B'G- BG'')-h A'(BG'— B'G) = A». 

Le premier membre est formé au moyen des quantités A, ..., C* 
exactement comme A est formé au moyen des quantités a, . . ., c". 

Il résulte des identités (8) que, si A est nul, en vertu des valeurs 
attribuées à a, . .., c", les éléments de l'une quelconque des lignes 
horizontales qui figurent dans le tableau 



A 


B 


G 


A' 


B' 


G' 


A' 


B' 


G' 



sont proportionnels aux éléments correspondants qui figurent dans 
une autre ligne horizontale; de même, pour les lignes verticales; plus 
particulièrement, en supposant toujours que A soit nul, si l'un des 
éléments du tableau précédent est nul, ou bien tous les éléments de 
la ligne horizontale qui contient cet élément, ou bien tous les élé- 
ments de la ligne verticale qui le contient, sont nuls. 

Les diverses propriétés des polynômes A, . . ., G", A que l'on vient 
de développer appartiennent à une théorie dont on développera les 
éléments dans le Chapitre suivant; elles interviennent assez souvent 
pour qu'il soit utile de se familiariser avec elles, indépendamment du 
symbolisme propre à cette théorie. 

136. Je me bornerai à faire une application des identités (a) du 
numéro précédent à la question même qui a été mon point de 
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départ, à savoir la résolution des équations X = o, Y = o, Z = o 
dans le cas où A n'est pas nul. Récrivons les identités (2) (en x^ y^ z) 
du n^ 134 sous la forme 

i AX-4-A'Y^-A'Z = AiF-4-P, 

(I) I BX-HB'Y-h B'Z = Aj^H-Q, 

( CXh-C'Y-4-G'Z = Az -hR, 

en posant, pour abréger, 

P = Arf-+-A'rf'H-A'rf', 
Q = BrfH-B'^H-B''tr, 

Les identités (i) montrent, comme je Tai déjà fait observer, que 
les équations X = o, Y = o, Z = o ne peuvent être vérifiées si Ton 
ne prend pas 

P Q R 

si Ton ne veut pas faire appel au raisonnement du n® 132, il resterait 
à vérifier que ces valeurs de x, y, z satisfont aux équations X = o, 
Y = o, Z = o; on peut éviter cette vérification, d'ailleurs aisée, 
comme il suit : 

En multipliant les égalités (10) respectivement par a, 6, c, ou 
par a', 6', c', ou par a!\ 6", c", en les ajoutant et en tenant compte 
des relations (2), du numéro précédent, on trouve 

i AX = a (Ax-4-P)-f-6 (A7-+-Q)-4-c (JU-h R), 

(-2) ) AY = a'(Aar-h P)-f-6'(A^-+-Q)-hc'(A«-h R), 

/ AZ = a'(Aj7H-P)-+-6'(A^-hQ)H-c'(A«-f-R), 

ces égalités, où, comme dans les égalités (1), X, Y, Z doivent être 
remplacés par 

ax -h by -^ cz-{- dj a'x -h b' y -h c'z -h d, a'x -h b' y H-c'z-h d'^ 

sont, comme les égalités (i) d'où elles ont été déduites, des identités 
en x^ y, z: elles montrent évidemment, sous la condition que Ane 
soit pas nul, que, si Ton attribue k Xy y, z les valeurs qui annulent 
Aj? H- P, Aj^ -h Q, Iz -\- R, les polynômes X, Y, Z sont certainement 
nuls. 



334 CHAPITRE IX. 

En résumé, quand A n'est pas nul, le système 

X = o, Y = o, Z = o, 
elle système 

Aj? -h P = o, A^ -hQ = o, A^-hR=o, 

sont équivalents. Plus particulièrement, quand A n'est pas nul le sys- 
tème 

a X -h b y -h c z = o, 

a'x -h b'y -h c'z = o, 
a''x -4- b'y -h c'« = o, 

et le système a: = o, y = o, z = o sont équivalents. 

137. Si les formules générales qui donnent, en fonction des coeffi- 
cients, les trois inconnues d'un système de trois équations du pre- 
mier degré, ou plus généralement les n inconnues d'un système de 
n équations, conduisent, comme on vient de le voir et comme on le 
verra plus tard, à d'intéressants développements théoriques, il est 
très souvent avantageux, lorsqu'on a à résoudre un système particu- 
lier d'équations, de le traiter directement, sans avoir recours à ces 
formules générales, et de profiter de la forme particulière de ces équa- 
tions. 

Celles-ci peuvent présenter quelque symétrie dont on puisse tirer 
parti; on en a vu un exemple au n? 132; souvent, c'est une inconnue 
auxiliaire qu'on est amené à prendre. 

Si l'on a afi'aire, par exemple, au système 

î = Z = - 
abc 

Xx-^-By-hCz = D, 

on prendra pour inconnue auxiliaire la valeur t commune aux trois 

rapports qui figurent dans les deux premières équations, d'où l'on 

tirera 

x = at, f = bt, z= cty 

et, en portant dans la dernière, on aura 

(Aa-i-B^n-Cc)* = D, 
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en sorte que la solution des équations proposées sera 

flP _ ^D _ cD 

^"" Aa-hBè-+-Cc' •^■" Aa-t-B6-f-Cc' * " A a h- B A -4- Ce' 

en supposant que Aa-l-B6-l-Cc soit différent de o. 
Considérons encore les équations 

A.r — aL{ax -h by -h cz -\- d) = P, 
By — P(ax -^ b jr -h c z -^ d) := Q^ 

Cz — y{ax-^-bjr-h cz-h d)= R. 

On voit que, si l'on connaissait la valeur de 
ax -hby-hcz-hd^ 

on obtiendrail de suite les valeurs de x^ y^ z] on est donc amené à 
substituer au système précédent le système d'équations à quatre 
inconnues 

ax -^-by-^-cz-hd^u. 
Aa? — au=P, By-pa = 0, Cz—yur=K; 

ou, en supposant A, B, C différents de o, 

aa-hP Pa-4-Q va-i-R 

X=—j—, y=—^—, z=— ^— , 

la dernière équation détermine la valeur de (/, en supposant toutefois 
que X "*" B "*" "^ — ' ^^^^ différent de o; il ne reste plus qu'à sub- 
stituer cette valeur de // dans les expressions de a;, y, z. 

Lorsqu'on applique, soit partiellement, soit d'une façon régulière, 
la méthode de substitution à un système d'équations données, il y a 
évidemment intérêt à commencer la résolution par celle des inconnues 
qui fournira l'expression la plus simple au moyen des autres incon- 
nues, soit parce que cette expression contiendra moins d'inconnues, 
soit parce que les coefficients se trouvent être des nombres entiers, 
ou pour toute autre raison analogue. 
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Considérons, par exemple, le système 

J = ^i 

3z -^ iy — IX = 6, 
on le remplacera de suite par les systèmes 

y z= X, « = a. 

IX — Z = 5y a7=^=-» 

33 = 6, 

Le lecteur reconnaît combien l'emploi des formules générales pour 
des cas comme ceux qu'on vient de traiter serait peu avantageux. 

138. Je ne me suis occupé dans ce qui précède que de la résolution 
exacte d'un système d'équations. Dans la pratique, il arrive fréquem- 
ment, d'une part, que les coefficients ne soient connus qu'imparfai- 
tement et, d'autre part, que ces coefficients, mis sous forme entière 
ou décimale, comportent un assez grand nombre de ciiiirres. Même 
lorsqu'il s'agit de questions purement théoriques, si les coefficients 
se trouvent être des nombres irrationnels, il faudra bien, pour effec- 
tuer les calculs, les remplacer par des valeurs approchées, et il est 
clair qu'on ne pourra obtenir que des résultats approchés pour les 
valeurs des inconnues. Enfin, il est à remarquer que si, en' partant 
d'équations dont les coefficients, écrits sous forme décimale, com- 
portent seulement quatre chiffres significatifs, par exemple, et qu'on 
effectue tous les calculs exactement, on obtiendra les inconnues sous 
forme de fractions dans lesquelles le numérateur et le dénominateur 
comporteront un très grand nombre de chiffres, chiffres dont les der- 
niers n'auront aucune valeur, si les données dont on est parti ne sont 
pas sûres. 

11 est alors raisonnable d'employer la méthode de substitution, en 
faisant au fur et à mesure les divisions, multiplications et additions dont 
on a besoin et en ne conservant pour chaque résultat qu'un certain 
nombre de chiffres; ce nombre de chiffres dépendra naturellement 
de l'approximation avec laquelle sont connus les coefficients et de celle 
qu'on veut obtenir : il est assez naturel de conserver, à chaque fois, un 
peu plus de chiffres qu'il n'est nécessaire, en sorte que les erreurs qui 
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résultent des chiffres négligés soient petites devant l'erreur qui résulte 
de l'imperfection des données, ou au moins du même ordre. D'ailleurs, 
si l'on a des limites pour les erreurs dont sont entachées les données, 
des règles d'arithmétique bien connues (•) permettent d'évaluer, k 
chaque opération, une limite de l'erreur dont est entaché le résultat, 
soit à cause des erreurs primordiales, soit à cause des chiffres négligés, 
en sorte qu'on parvient finalement à une limite de l'erreur dont 
peuvent être entachées les valeurs des inconnues. 

Quand on procède de cette façon, il est recommandé, contrairement 
à ce qu'il est naturel de faire lorsqu'on procède à la résolution exacte, 
de résoudre d'abord par rapport à celle des inconnues qui a le plus 
gros coefficient, en sorte que, dans les formules intermédiaires que 
l'on obtient ainsi, les coefficients des autres inconnues soient des 



(') Imaginons qu'on opère sur deux nombres (positifs) approchés A, B, au lieu 
d*opérer sur les nombres exacts A -+- a, B n- |â et désignons par a', p' des nombres 
positifs dont on sait qu'ils sont égaux ou supérieurs aux valeurs absolues des 
erreurs a, p : a'. P' sont des limites supérieures de ces erreurs. On doit supposer a', 
P' petits par rapport à A. B; lorsque A, B sont écrits sous forme décimale, a', P' 
sont, d'ordinaire, à peu près de Tordre des unités des derniers chiffres. S'il s'agit 
d'une addition ou d'une soustraction, Terreur commise sera moindre (en valeur abso- 
lue) que a'-H^'; s'il s'agit d^une multiplication, Terreur commise sera moindre que 
(B-hp') a' + Ap'; on calcule grossièrement cette erreur en remplaçant A et B-hp' 
par des valeurs plus simples, notoirement trop fortes, obtenues, piir exemple, en for- 
çant le premier chiffre signiGcatif de A et de B. S'il s'agit d'une division, Terreur 

A-i-g A _ Ba — A p _ a A. p 



B-hp B B(B-hP) B-t-p B B-hP 
est moindre en valeur absolue que 

où B' désigne un nombre positif inférieur ou égal à B+P; pour calculer cette erreur, 
on remplacera B' par un nombre notoirement trop petit : on pourra, par exempte 
le plus souvent, ne conserver que le premier chiffre significatif de B et remplacer les 

suivants par des zéros; on remplacera ^ par un nombre notoirement plus grand, 

obtenu, par exemple, en forçant le premier chiffre du quotient. 

Ces formules se simplifient un peu si Ton remplace a', p' par le plus grand de ces 
deux nombres. On peut d'ailleurs obtenir des résultats plus précis lorsque Ton connaît 
le signe de a et de p. 

Enfin, il ne faut pas oublier d'ajouter à ces erreurs celle qui provient de ce que 
Topération ne se fait pas exactement, de ce qu'on supprime les chiffres à partir d'un 
certain rang. 

T. 22 
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nombres décimaux sans partie entière : on sait, en effet, que l'er- 
reur (absolue) dont est entaché le quotient d'une division dont le 
diviseur est inexact est d'autant plus faible que ce diviseur est plus 
grand. 

Afin de mieux faire comprendre tout ceci, je vais faire les calculs 
sur un exemple numérique, dans lequel les coefficients ont d'ailleurs 
été pris au hasard. 

Soit à résoudre les deux équations en x^ y 

i^ySx — S'i^^y — 7425 = o, 
628737 H- lyiiy — 6232 = o. 

Je suppose que les erreurs commises sur les coefficients soient 
moindres que - = o,5. On lire de la première de ces équations 

, 3275 , 7425 

Y = ax — b^ a =--7-, à=^--:y 
•^ 8243 8243 

puis, en substituant dans la seconde, 

D 

A.X = B. ar := -r-y 
A 

A = 6287 -H 2724 a, 8 = 6232-4-2724^. 

En appliquant au calcul de a et de 6 la règle que Ton a rappelée 
dans la note précédente, on voit de suite que les erreurs dont seront 
entachés les résultats, par suite de l'inexactitude des termes des deux 
fractions, seront moindres respectivement que les nombres 

g^(o.5 + 0,4x0,5), g±-(o,5-+-o,5), 

et, par conséquent, moindres que - — • En calculant les quotients 

avec une erreur au plus égale à > l'erreur finale, pour chacun des 

nombres cherchés, sera moindre que 



8000 20000 5ooo ' 
on trouve ainsi 

« = 0,3973, 6 = 0,9008. 
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Pour calculer A et B, on a à faire deux multiplications. Si on les 
faisait exactement, les erreurs sur les produits, provenant de Tinexac- 
titude des facteurs, seraient moindres que 



3ooo , , 3ooo 



^-^'4xo,5, _--i-o,5, 



5ooo ' ' 5ouo 

moindres, par conséquent, que 0,8 et i , i . II ne serait guère raison- 
nable, dans les produits, de chercher une approximation meilleure 

que — = o,o5; on pourra, pour les évaluer, se servir delà méthode 

abrégée. En tenant compte de toutes les erreurs, on voit que A, B 

peuvent être connus ainsi avec des erreurs moindres respectivement 

que 

0,5 -H 0,8 -ho,o5 = 1 ,35, 

0,5-1- 1,1 -h o,o5 = 1 ,65. 

On trouve en procédant ainsi A = 7869,2, B = 8685,8. Si donc 
on prend A = 7869, B = 8686, les erreurs seront moindres que 

1 , 35 H- o, 2 et 1 ,65 4-0,2; elles seront moindres que 2. 

B 
On aura ensuite à calculer x =. .\ l'erreur qui résulte de Tinexac- 

titude des valeurs précédentes de B et de A sera moindre que 

— '— (1 -f-I,2)< 0, 00063. 

En calculant le quotient de la division de 8686 par 7369 avec une 
erreur moindre que o,oooo5 on trouve 1,1787 : si donc on prend 
pour X la valeur i , 1 79, Terreur sera moindre que 

o,ooo63 -h 0.00005 -h o,ooo3 < o.ooi. 

Jl reste, en adoptant cette valeur pour x^ à calculer 

y = 0,397237 — 0,9008; 

dans le second membre, les coefficients sont connus avec une erreur 
moindre que -. — ; Terreur totale, en supposant la multiplication faite 
exactement, serait donc moindre que 

X I ,2 -+- 0,001 X 0,4 -4- 7 = 0,0002 X 2,2 -H 0,OOo4 = 0,00084. 

5ooo ' 5ooo 
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En calculant le produit 0,3978 x 1,179 de manière que l'erreur, 
sur ce produit, soit au plus égaJe à o,oooo5, on trouve 0,4684 ^ d'où, 
pour y^ une valeur — o,4324 approchée avec une erreur moindre 
que 0,0009; si l'on prend y = — o,432 l'erreur sera sûrement 
moindre que 0,001 3. 

En substituant à la place de .r, y dans les premiers membres des 
équations proposées les valeurs 1,179 et o,432 on trouve (approxi- 
mativement) a, 8 et 3,5 : ces nombres sont petits par rapport aui 
coefficients et le résultat est satisfaisant. 

Les calculs ont été dirigés de manière, d'une part, à éviter l'emploi 
de trop de chiffres, d'autre part, à tirer des données, je ne dis pas 
tout le parti possible, au point de vue de l'approximation des résul- 
tats, mais au moins un bon parti. Il y a évidemment quelque arbi- 
traire dans la façon dont l'on peut apprécier ces deux avantages. On 
aurait pu, en poussant plus loin les opérations, avoir une approxi- 
mation légèrement meilleure ; on aurait pu faire les calculs plus gros- 
sièrement en se contentant d'une approximation moindre. 

Dans la pratique, les calculs de cette sorte se feront le plus souvent 
en s'aidant soit d'une table de logarithmes, soit d'une règle à calcul. 
Si l'on se sert d'une table et qu'on veuille une bonne approximation, 
il sera naturel de faire les calculs avec un peu plus de précision qu'il 
n'est nécessaire. L'emploi d'une table à cinq décimales serait, pour 
l'exemple précédent, assez raisonnable, mais non d'une table à sept 
décimales. Les calculs faits au moyen d'une table de logarithmes et 
d'antilogarithmes à quatre décimales, dont on connaît la grande com- 
modité, sont indiqués ci-dessous; on constate que le résultat est satis- 
faisant. 

loga = 3,5i54 — 3,9161= 1,5993, 

log6 = 3,8707 — 3. 9[6i =7,9546; 

Iog( 27240)=* 3, 4352 H- 1,5993 = 3,0345, 

log( 2724 6 ) = 3 , 4352 -4- 7 , 9546 = 3 , 3898 ; 

2724 a = io83, A = io83 H- 6287 = 7370, 

27246 = 2454, B = 2454 -^ 6232 = 8686; 

logB = 3,9388, loga? = logB — logA = 0,0713, 

IogA= 3,8675, 37 = 1,179; 

log(aa7)= 1 ,5993 H- 0,0713 = 1 ,6706, âra?= 4,4684, y = ax — 6 = 0, 4323. 

Revenons au calcul comme on l'a fait tout d'abord, de manière à 
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obtenir une limite certaine de l'erreur commise sur les résultats, 
quand on connaît une limite de Terreur commise sur les données ; 
cette dernière limite, dans l'exemple traité, est voisine de 0,00 1 : il 
ne faut pas croire qu'on obtienne toujours d'aussi bons résultats quand 
on résout des équations du premier degré dont les coefficients ne sont 
connus qu 'approximativement. Conservons les mêmes notations que 
plus haut, 

X = -ry y =^ ax — o^ 

pour les deux équations auxquelles on est amené en cherchant à ré- 
soudre un système de deux équations à deux inconnues : s'il arrivait 
que le nombre calculé pour A fût du même ordre de petitesse que 
l'erreur possible, il n'y aurait à peu près rien à tirer du résultat, 
puisque o se trouverait être une valeur possible de A ; les équations 
pourraient être impossibles, ou, si B était aussi du même ordre de 
petitesse que A, indéterminées. Dans tous les cas, la petitesse du 
nombre trouvé pour A doit éveiller l'attention : elle introduit, d'ordi- 
naire, une incertitude notable dans les résultats. 

Il est à peine utile de dire que, si l'on a traité un exemple relatif 
à deux équations, la méthode s'applique à la résolution numérique 
d'un système de n équations à n inconnues; en procédant d'une façon 
analogue à celle que j'ai indiquée, on sait, à chaque pas, sur quelle 
approximation on peut compter. 



EXERCICES. 

129. Résoudre les systèmes 

ix -\- y -\- i{z -^ u) =i i^ 
x^y^^z-^u, 

\ y -If z -k-\. 

a {x -\- u)-^ b (^-h -s) = c, 

a'(r H- a)H-6'(^-ha:) = c', 

a'( « -t- w ) H- 6'( a: -h^ ) = c", 

X -^y -^ z-\- u = d. 
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130. Résoudre le système 

X -\- y -h z = a, 
X -h a^-4-a'^ = 6, 
X -\- a^ y -t- OL z =c, 

où a, 6, c désignent des nombres réels ou imaginaires donnés et où Ton sup- 

— 1 -+- tV^ 
pose a = — 



131. Résoudre le système 



132. Le système 

admet-il des solutions ? 

133. Résoudre le système 



ax-^by-hcz=o, 
a' X -+- b' y -h c' z = o, 
x^ -H 7* -!-<«='= R*. 

qz — ry= a, 
rx — pz = 6, 
py — qx = c 



qz — ry— a-\ t^ 

rx — pz = b -h t^ 

py — qx = c-^ t, 

ax -h by -h cz -^ d = o, 

134. Résoudre le système 

X -+■ ay -♦- a* 5 -t- a' = o, 
X -+■ by -♦- 6* « -h 6' = o, 
X ■+- cy ■+- c*x -h c' = o. 

135. Si l'on regarde x, y^ z comme une solution de ce dernier système, le 
polynôme /en t^ t^ -{- t^ z -h ty -h x admet les racines a, 6, c. 

De l'identité 

<» -+- ** ^ -+- ^7 -h a: = ( < — a ) ( ^ — 6 ) ( ^ — c ) , 

on tire les valeurs de x^ y y z en égalant dans les deux membres les coefB- 
cients des termes en ^*, en t et le terme constant. 
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136. Résoudre le système 

X V z 

— i = o, 

— 1 = 0, 

— I = o. 

V-l-a V-HO VH-C 

En regardant 2^, y^ z comme une solution de ce système, on reconnaît que la 
fraction rationnelle en t 

X y z 

t-h a t -{- b t -^ c 

doit s'annuler pour / = X, ^ = {x, ^ = v : on en conclut l'identité 

^ _ ^ _ y ■ z^ ^ (<~X)(f — |JL)(/ — y) , 

t-+-a t-^b t-^c {t^a){t^ b)(t-hc)' 

en décomposant le second membre en fractions simples et en identifiant avec 
le premier membre, on trouve les expressions de rr, y^ z, 

137. Dans les neuf égalités (3) du n" 134, on regarde les neuf nombres A, B, G, 
A', B',C', A% B', G' comme des données, et les neuf quantités a.b,c, a\b\c\ 
a'^b'^c' comme des inconnues. Résoudre ces équations; le problème n'admet, 
en général, que deux solutions. 

138. Résoudre par rapport k x^ y^ z les trois équations 

^^ ?xi ?ri ?z désignent les dérivées partielles par rapport k x^ yy z du poly- 
nôme homogène et du second degré 

^(ar, K, ^) = aj?*-i- a'y^-^ az^-h '^byz -t- ib'zx -k- 2 b'xy» 

Si l'on pose 

A = a'a'^ 6«, B = b'b'— a b, 

A' = a" a — B'*, B' = b'b — a'b', 

A'= aa' — b"*, B*= bb' — a'b', 

A = aa'a'-^ ^bb'b" - ab^— a'b'*— a'b'*, 

et si l'on désigne par 4> (X, Y, Z) le polynôme en X, Y, Z 

AX«-hA'Y«-+-A'Z«H-2BYZH-aB'ZX^-2B'XY, 
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on tire des équations (i), dans le cas où A n*est pas nul, 

àx = - 4>x, à^y = - *Ï>Y, As = - 4>z. 

Sous la même supposition (A différent de o), montrer que, si Ton regarde 
X, Y, Z comme représentant les premiers membres des équations (i), on a 
identiquement 

A<p(ar,^,z) = *(X,Y,Z). 

l;i9. En conservant les notations de l'exercice précédent, on a identiquement 
en ûf, a', a", 6, b\ h' 

A a = A'A'— B*, A6 = B'B'— AB, 

Aa' = A'A — B'î, A6'= B'B — A' B', 

Aa'=AA' — B'*, A6'=BB' — A'B% 

A» = AA'A'-h îBB'B"— AB«— A'B'*— A'^B'*, 

A = Aa 4- B'6'-h B'6'= B'A'h- A'a'-h BA = B'6'-+- ^b -h A' a', 

o = A6' -h B'a -h B'è rs A 6' -h B'6 -h B'a', 

o = B^'a -h A' 6' -h B6' = B''è'-4- A'6 -+- Ba', 

o = B'a H-B6' -hA'6'=B'6''-4- Ba'-hA''6. 

Toutes ces identités sont contenues, comme cas particulier, dans celles 
qu'on a démontrées aux n"" 134 et 135. 

Montrer que si a, a', a', 6, 6', b" sont des nombres réels et si A est nul, les 
quantités A, A', A' sont de même signe et que les égalités 

A = o, A -4- A'-+- A"=o 
entraînent 

A = o, A' = o, A'=o, B = o, B'=o. B»=o. 
Résoudre par rapport à a, a', a*, 6, b\ b" les équations 

A =a'a"— 6», B =b'b'—ab, 

A' = a' a — b'\ B' = b'b — a' b\ 

y^aa' -b'*, B'=bb' -a'b', 

où Ton regarde A, A', A", B, B', B' comme des données. 

140. En désignant par ai, as,..., Unt bi, 6^, ..., bn des nombres donnés 
dont les n premiers sont différents de o, on propose de trouver la solution la 
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plus générale des n équations à /n- i inconnues Xq^ art, arj, . . . , Tn 

Xf. = arXr-\ -f- àf. 

(où r prend les valeurs i, 2, . . . n). 

Après avoir observé que cette solution, si 61, 6^, . . ., ^„ étaient nuls, serait 
donnée par la formule 

Xr^= a^a^, . . a^Xo^ (r = i, 2, . . . /i), 

où Xq reste arbitraire, on changera d'inconnue en posant 

X;.= airtj, arXr, (r = I, 2,... n). 

Les équations proposées prennent alors la forme 

yr=yr-X-^ — — (/' = i,2,.../l), 

aia,.. .ar 
d'où Ton déduit sans peine 



la solution la plus générale des équations proposées est donnée par la formule 

/ ^1 6, br \ 

Xr= a^a^ . • . ar \ Xq-\- 1 h ... H 1 • 

\ a\ a\Ci^ a\Ci\,,,arJ 

141. Trouver toutes les valeurs de x^y^ -s, s qui vérifient les trois équations 

ax -^ cy -h bz = 5 «, 
ex -r- by -h az = sy, 
bx -4- ay -r- cz = sz, 

où Ton suppose qu'aucun des coefficients a, b, c n'est nul. En ajoutant ces trois 
équations on trouve 

(a -\- b -h c — s) (x -\- y -h z) = o; 

il faut donc que Ton ait soit s = a -h 6 -h c, soit x -\-y -^ z =z o. 
Dans le premier cas, si — ^■ î ■* — n'est pas nul, on satisfait aux équations 

en prenant x = y = z; si — •" T "^ — ^^^ '^"^ ^° P^"^ prendre arbitrairement 

deux des inconnues a?, y^ z. 

Si Ton suppose s différent de a h- 6 h- c, les trois équations proposées équi- 
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valent aux équations 

-5= — 37— >', 

(a — b — s)x-i-(c — b)jr = o^ 
(c — a)x -h{b — a — 5)^ = 0. 

On peut satisfaire à ces équations en prenant s quelconque et x,y^z nuls, 
on en supposant 

(a — b — s){b — a — s) — (c — a) {c — b) = o. 



CHAPITRE X. 

DÉTERMINANTS; ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



§ 1. - DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES 
DES DÉTERMINANTS. 

139. Imaginons un carré, analogue à une table de multiplication, 
décomposé en n^ petits carrés ou cases. Ces n^ cases forment // files 
ou colonnes verticales : imaginons que chaque ligne horizontale soit 
affectée d'un numéro, et que ces numéros aillent en croissant quand 
on descend vers le bas du carré : les numéros seront, le plus souvent, 
les nombres i, 2, . . ., n; dans tous les cas, la ligne du haut, celle qui 
est immédiatement en dessous, . • . , la ligne du bas s'appelleront res- 
pectivement la première ligne horizontale, la seconde ligne, ..., 
la /£'^™<^ ligne. Imaginons de même que chaque colonne verticale soit 
affectée d'un numéro et que ces numéros aillent en croissant quand 
on va de gauche à droite : ces numéros seront, le plus souvent, les 
nombres 1, '2, . . ., 72; dans tous les cas la colonne de gauche, celle 
qui la suit, . . ., la colonne de droite s'appelleront respectivement la 
première, la seconde, . . . , la /i'^'"* colonne verticale. 

Chaque case est alors déterminée par deux numéros : le premier 
sera le numéro de la file horizontale, le second sera le numéro de la 
file verticale, qui contiennent cette case. Je désignerai souvent une 
case par ces deux numéros mis entre parenthèses; si, par exemple, 
on se sert des nombres 1 , 2, 3, . . ., /i pour numéroter les lignes et les 
colonnes, la case (2, 3) appartiendra à la seconde ligne et à la troisième 
colonne; les cases (i, 1), (2, 2), . . ., (/i, n) seraient traversées toutes 
par la diagonale qui va du sommet en haut et à gauche au sommet en 
bas et à droite; on dit souvent qu'elles appartiennent à la diagonale 
principaie du carré. 
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Imaginons maintenant que, dans chaque case, soit placé un 
nombre : on a ainsi un tableau formé de n^ nombres, distribués dans 
le grand carré. On va apprendre à déduire de ces n'^ nombres un 
autre nombre qui dépendra de leurs valeurs et de la place qu'il occu- 
pera : ce sera le déterminant des n^ nombres. 

Ces n^ nombres, ou quelques-uns d'entre eux, pourront être repré- 
sentés par des lettres : la loi de formation du déterminant, que Ton 
va décrire, est indépendante de valeurs numériques attribuées à ces 
lettres; si Ton regarde les n^ éléments (*) du déterminant comme des 
variables distinctes, l'expression qu'on va apprendre à former sera un 
polynôme du premier degré par rapport à chacune des variables, un 
polynôme homogène et du /!**■*« degré par rapport à l'ensemble 
des /i-^ variables. 

Un déterminant formé au moyen de n^ éléments rangés, comme on 
vient de l'expliquer, dans n lignes et n colonnes, est dit du 
^ième ordre. 

Il est la somme de termes formés comme on va le dire. 

Chaque terme est le produit, tel quel ou changé de signe, de n élé- 
ments pris respectivement dans n cases différentes du carré, deux de 
ces cases ne devant jamais appartenir ni à la même ligne horizontale 
ni à la même colonne verticale. Pour obtenir un système de cases qui 
satisfassent aux conditions que je viens de dire et qui, ainsi, ren- 
ferment les facteurs d'un terme du déterminant, on peut procéder 
comme il suit : On choisit tout d'abord arbitrairement une première 
case ; les autres cases ne devront plus jamais être prises ni dans la 
ligne ni dans la colonne qui contenaient cette première case ; sauf cette 
restriction, le choix de la seconde case est arbitraire ; les cases suivantes 
ne devront plus être prises ni dans la ligne ni dans la colonne qui conte- 
naient cette seconde case ; sauf les restrictions imposées ainsi par le 
choix des deux premières cases, le choix de la troisième est arbi- 
traire, etc. Il est clair d'après cela que parmi les n cases d'où sortent 
les éléments qui sont les facteurs d'un terme, il y en a une, et une 
seule, qui appartient à la première ligne, une, et une seule, qui 
appartient à la seconde ligne, ... ; il y en a de même une, et une 
seule, qui appartient à telle colonne verticale que l'on veut. 



(*) J'emploie à dessein ce mol vague, qui peut désigner aussi bien ud nombre, 
une lettre* une variable, une fonction. 
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Autrement dit, si les cases où sont pris les n facteurs sont respec- 
tivement déterminées par les n couples de numéros 

(«1, Pi), («î, Pî), ••., (««» P«), 

la première lettre de chaque couple a étant réservée aux numéros des 
lignes, et la seconde aux numéros des colonnes, les numéros a,, 
aa, . . , a,, doivent être tous distincts et coïncider, abstraction faite 
de leur ordre, avec l'ensemble des numéros des lignes horizontales, 
en sorte que la suite tti, a^, ..., a„ constitue un arrangement (n à/^) 
de ces numéros; de même les nombres ^i, ^a, ..., ^„ ne sont autre 
chose, dans leur ensemble, que les numéros des colonnes verticales ; 
la suite ^1,^2» • • -j ?/* est un arrangement (n à n) de ces numéros. 

Ceci posé, le produit considéré, tel quel, est un terme du détermi- 
nant si les deux arrangements a,, a.j, ..., a,, et p,, ^a, ..., ^^ 
appartiennent à la même classe (n** 125); si ces deux arrangements 
appartiennent à des classes différentes, c'est ce produit multiplié 
par — I qui constitue un terme du déterminant. Il revient au 
même de dire que, dans tous les cas, le produit considéré doit être 
multiplié par (— i)<*^*, en désignant par a le nombre des inversions 
contenues dans l'arrangement a,, 7.2, ..., »„ et paré le nombre des 
inversions contenues dans l'arrangement p,, pa? •••? Pn- J'appellerai 
ce nombre ( — 1 )**"•"* le coefficient du terme considéré. 

Le produit des éléments contenus dans les cases 

(ai, Pi), (a„ p,), ..., (a«, p,,)' 

ne dépend évidemment pas de l'ordre dans lequel se succèdent ces 
cases ou les facteurs du produit; il eu est de même du coeffi- 
cient ( — i)^"*"* dont ce produit doit être alfecté. 

Si, en effet, on transpose deux facteurs, on transpose par là même, 
dans l'arrangement ai, aa, . . ., a,/, les deux numéros des lignes hori- 
zontales qui contiennent ces deux facteurs, et dans l'arrangement ^,, 
^2, .. .? P« les deux numéros des colonnes verticales qui contiennent 
ces deux facteurs : chaque arrangement change de classe; les deux 
arrangements, s'ils étaient de même classe, restent de même classe; ils 
restent de classes différentes s'ils étaient de classes différentes. Or, 
on peut, par de pareilles transpositions, amener tel facteur qu'on 
veut à la place qu'on veut. 
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On voit aussi qu'un terme du déterminant n'est nullement changé 
si, en laissant chaque élément à sa place, on modifie les numéros des 
lignes ou des colonnes, pourvu qu'on observe la règle relative à la 
façon dont ces numéros doivent croître : une telle modification, en 
effet, ne change point les nombres d'inversions contenues dans l'ar- 
rangement ai, aa, ..., a„ ou p,, ^a, ..., jà«. 

Le déterminant est la somme de tous les termes distincts que l'on 
peut former d'après la règle précédente. 

Sont regardés comme distincts deux termes tels que tous les fac- 
teurs du premier ne proviennent pas des mêmes cases que tous les 
facteurs du second. Si tous les facteurs d'un terme proviennent des 
mêmes cases que les facteurs d'un autre terme, les deux termes sont 
regardés comme identiques, lors même que l'ordre des facteurs dif- 
fère : l'un d'eux seulement doit figurer dans le déterminant. 

Le carré, avec ces /i* cases dont chacune contient un élément du 
déterminant, sert à représenter celui-ci. Toutefois, on se dispense 
de figurer les lignes horizontales et verticales qui délimiteraient les 
n^ cases : on ne conserve que les deux barres verticales qui limitent 
le carré à droite et à gauche. La place des cases, dont rien n'em- 
pêche de continuer à parler comme si elles existaient réellement, est 
suffisamment déterminée par la place qu'occupent les éléments. Par 
exemple, les symboles 

i b c 



3 7 

4 —2 



a b' c' 
a' b' c' 



sont des déterminants du second et du troisième ordre. Pour en ob- 
tenir le développement, d'après la règle précédente, je supposerai que 
les lignes et les colonnes soient numérotées au moyen des nombres i, 
2 pour le premier, au moyen des nombres i, 2, 3 pour le second. 

Considérons d'abord le premier : Un terme du développement doit 
contenir deux facteurs dont l'un appartient à la première ligne, 
l'autre à la seconde, dont l'un appartient à la première colonne, l'autre 
à la seconde. L'élément 3 placé dans la case (1 , i) ne peut être associé, 
pour former un terme du déterminant, qu'à l'élément — 2 placé dans 
la case (2, 2); le coefficient de ce terme est i, puisque les arrange- 
ments formés respectivement par les premiers numéros des deux 
couples (i, i), (2, 2) el par les deux seconds numéros de ces mêmes 
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couples, ne comportent pas d'inversions; l'élément 4 placé dans la 
case (2, i) ne peut être associé qu'avec l'élément 7 placé dans la 
case (i, 2); le coefficient du produit est — i, puisque les deux 
arrangements 2, i et i , 2 comportent en tout une inversion. La va- 
leur du déterminant est 3 x ( — 2) — 7 x 4 = — 34- La valeur d'un 
déterminant du second ordre est la différence entre le produit des élé- 
ments de la diagonale principale et le produit des deux autres élé- 
ments. 

Considérons de même le second déterminant : l'élément a de la 
case (1, 1) ne peut être associé qu'avec des éléments appartenant l'un 
à la seconde ligne, l'autre à la troisième ligne, l'un à la seconde 
colonne, l'autre à la troisième; c'est-à-dire ou avec les éléments 6', c" 
appartenant aux cases (2, 2), (3, 3), ou avec les éléments V ^ c' appar- 
tenant aux cases (3, 2), (2, 3); le produit a6V formé avec les élé- 
ments appartenant aux cases (i, 1), (2, 2), (3, 3) doit être affecté du 
coefficient i; le produit aV d formé avec les éléments appartenant 
aux cases (i, 1), (3, 2), (2, 3) doit être affecté du coefficient — i, 
puisque les arrangements i, 3, 2, et 1, 2, 3 comportent en tout une 
inversion : les autres termes du déterminant doivent contenir soit 
l'élément a', soit l'élément a". L'élément a! ne peut être associé 
qu'avec les éléments b et é ou les éléments 6" et c; le produit cibé 
formé d'éléments appartenant aux cases (2, i), (i, 2), (3, 3) doit être 
affecté du coefficient — i; le produit a!ll' c doit être affecté du coef- 
ficient 4- I ; enfin l'élément a" ne peut être associé qu'avec les élé- 
ments b et c', ou 6' et c; les produits d' bd et cPV c doivent être 
affectés des coefficients i et — i ; le déterminant est 

c'est l'expression déjà étudiée au n** 135. 

140. Revenons au cas général, à un déterminant du /i'*""* ordre; je 
suppose que les lignes horizontales et les colonnes verticales soient 
numérotées au moyen des nombres i , 2, . . ., /i. Considérons un terme 
quelconque du déterminant. Puisqu'on peut ranger comme on veut 
les facteurs de ce terme, on peut s'arranger pour que les premiers 
numéros, tous distincts, des cases qui contiennent ces facteurs se suc- 
cèdent dans un ordre déterminé, par exemple, dans l'ordre 1, 2, . . ., 
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n\ les couples de numéros dont sont affectées les cases, rangées 
comme le sont les facteurs qu'elles contiennent, seront alors (i, j^,). 
(2, ^2)) • '-t (^9 ^n) en désignant par ^,, ^2, ..., ^n les numéros 1. 
2, . . ., /i rangés dans un certain ordre, ou, si l'on veut, un arrange- 
ment (n à n) de ces numéros. Suivant que cet arrangement con- 
tiendra un nombre pair ou impair d'inversions, le produit des fac- 
teurs contenus dans les cases devra être affecté du coefficient i ou du 
coefficient — i . Supposons que dans chaque terme du déterminant, 
les facteurs soient ainsi rangés. 

A chaque arrangement j3|, ^j, ..., p« (/i à n) des n numéros i, 
2, ..., n correspondra un système de cases (i, ^i), (2, j3j), ..., 
(/i, p,i), un terme du déterminant; à deux arrangements distincts 
correspondront deux termes distincts ; il y a autant de termes que 
d'arrangements, c'est-à-dire i . 2 . . . /ï. Comme il y a autant d'arran- 
gements de première classe que d'arrangements de seconde classe, il 
y a autant de termes affectés du coefficient i que de termes affectés 
du coefficient — 1 . 

Le terme dont les facteurs sont contenus dans les cases (1, i), 
(2,2), ..., (/i, /i), que l'on appelle souvent terme principal du 
déterminant, a pour coefficient i . 

Si l'on considère deux systèmes de cases 

(i,p,), (2, PO, ..., (^,?«), 

rangées comme on l'a expliqué, les termes correspondants du détermi- 
nant auront le même coefficient, ou des coefficients symétriques, sui- 
vant que les deux arrangements {nk n) p,, ^j? •••) ?« et ^',, fi.^, ..., ^',, 
seront, ou non, de mêmes classes ou de classes différentes, ou, si l'on 
veut (n®* 124, 125), suivant que l'on peut passer de l'un à l'autre par 
un nombre pair, ou un nombre impair de transpositions. Cette 
remarque est souvent commode pour reconnaître le coefficient d'un 
terme en le comparant à un autre terme, de coefficient connu, en par- 
ticulier au terme principal. 

Au lieu de ranger les facteurs d'un terme de manière que les 
premiers numéros des cases qui contiennent ces facteurs forment la 
suite 1,2, ..., /i, on peut les ranger de manière que ce soient les 
seconds numéros qui forment cette même suite; les couples de 
numéros, dont sont affectées les cases, rangées comme le sont les 
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facteurs qu'elles contiennent, sont alors (a^ i), (a^, a), . . ., (a«, /i), 
en désignant par ai, a^, . . . , a,^ un arrangement {n k n) des nombres 

1, 2, . . ., /i. On pourrait répéter, sur cette seconde façon de ranger 
les facteurs de chaque terme de déterminant, ce que Ton a dit sur le 
premier mode. 

141. Etant donné un déterminant, on peut en déduire un second 
déterminant en remplaçant l'élément situé dans une case quelconque 
par l'élément situé dans la case symétrique par rapport à la diagonale 
principale, ou, comme on dit d'une façon un peu brève, en échan- 
geant les lignes et les colonnes : on entend par là qu'on remplace les 
éléments de la z^**"® ligne par les éléments de la ^'*"« colonne et réci- 
proquement. Bien entendu, après le changement, les éléments d'une 
ligne se trouvent rangés dans l'ordre qu'ils occupaient dans la 
colonne, etc. 

Il est à peine utile de faire remarquer que, dans les deux détermi- 
nants, les éléments de la diagonale sont les mêmes. 

Les deux déterminants, une fois développés, sont identiques terme 
à terme. Je suppose en eflet que, dans les deux déterminants, les 
lignes et les colonnes soient numérotées au moyen des nombres i , 

2, ..., /i. L'élément qui, dans le premier déterminant, appartenait à 
la a'*™* ligne et à la P'*™* colonne, appartiendra, dans le second, à la 
P'*™* ligne et à la a'*"* colonne; si l'on considère un terme du premier 
déterminant dont les facteurs figurent dans les cases (ai,j3,), 
(aa, Pa), ..., (a^, ^„) du premier déterminant, ces mêmes facteurs 
figureront dans les cases (Pi,a,), (^a? «a), .. ., (pi„a„) du second 
déterminant; ils fourniront, dans les deux développements, deux 
termes identiques, affectés du même coefficient ( — i)«+*= ( — i)*+«; 
à chaque terme d'un déterminant correspond un terme identique de 
l'autre déterminant. Les deux développements sont identiques terme 
à terme. 

On désigne sous le nom de déterminant symétrique un détermi- 
nant dans lequel les éléments placés symétriquement par rapport à la 
diagonale principale [les éléments placés dans les cases (a, j3), (P, a)] 
sont égaux : tel est le déterminant 

I 4 5 

4 -2 6 

5 6 3 

23 
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Pour un pareil déterminant, le théorème précédent n'apprend évi- 
demment rien. L'aspect de ce déterminant n'est pas changé quand 
on y échange les lignes et les colonnes. 

On désigne sous le nom de déterminant symétrique gauche, un 
déterminant dans lequel les éléments de la diagonale principale sont 
nuls et dans lequel, de deux éléments placés symétriquement par 
rapport à la diagonale, l'un se déduit de l'autre en le multipliant 
par — i; tel est le déterminant 

o — r q 

r o — p 

— gpo 

Le théorème précédent montre qu'un déterminant symétrique 
gauche ne change pas quand on en multiplie tous les éléments par — i . 
Cela revient en effet, pour un tel déterminant, à échanger les lignes 
et les colonnes. 



142. Lorsque, dans un déterminant quelconque, on remplace les 
éléments qui figurent dans une ligne par les éléments correspon- 
dants (*) d'une autre ligne, et, réciproquement, les éléments de cette 
autre ligne par ceux qui occupaient la place qu'on vient de leur 
attribuer, on forme un nouveau déterminant qui est égal au premier 
changé de signe. 

Je vais montrer, en effet, que chaque terme do l'un des détermi- 
nants est identique à un terme de l'autre, changé de signe. 

Supposons que les lignes et les colonnes soient numérotées au 
moyen des nombres i, 2, ..., /z et qu'on échange entre elles, au 
sens qu'on vient de dire, la a^™* ligne et la a*^"* ligne. 

Considérons un terme quelconque du déterminant proposé, dont 
les facteurs appartiennent aux cases 

(a,, PO, («2,?»), ..- (ap.P/^X ..M (a^.P^) (««,?«), 



(') En disant de deux éléments appartenant à deux lignes distinctes qu'ils sont 
correspondants, y entends qu'ils appartiennent à la môme colonne; de même, deux 
éléments correspondants de deux colonnes différentes appartiennent à une même 
ligne. 
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ces mêmes éléments, dans le second déterminant, figureront dans 
les cases 

(ai,Pi), («î, Pi), ..., (a^, P/O, ..., (^py?qh •••» (*/i, P«); 

ils seront encore les facteurs d'un terme du second déterminant, 
puisque les numéros ai, aa, .*., a,; sont distincts, ainsi que les 
numéros ^,, fia» •••? ?/i> mais le coefiicient de ce terme, dans le 
second déterminant, ne sera pas le même que dans le premier; en 
effet, l'arrangement (n k n) formé par les seconds numéros est le 
même, soit pour le premier déterminant, soit pour le second; mais 
les deux arrangements a,, a2, . . ., a^, ..., a^, . . ., a^, et a,, a2, .. ., 
a^, . .., a^, . . . , CL» n'appartiennent pas à la même classe (n" 124). 

On énonce brièvement ce théorème en disant qu'on multiplie un 
déterminant par — i quand on échange entre elles deux lignes ou 
deux colonnes. 

Il en résulte qu'un déterminant est nul lorsque les éléments qui 
figurent dans une ligne sont respectivement égaux aux éléments cor- 
respondants d'une autre ligne, ou, comme l'on dit, lorsqu'il a deux 
lignes identiques. 

Si l'on considère, par exemple, le déterminant 

abc 
abc 
a' b' if 

la valeur numérique de ce déterminant doit, quelles que soient les 
valeurs numériques attribuées aux lettres a, 6, c, a", 6'', c", être mul- 
tipliée par — I quand on échange entre elles deux lignes quelconques; 
mais, si l'on échange entre elles les deux premières lignes, qui sont 
identiques, cette valeur numérique ne peut évidemment être changée; 
or, un nombre égal à son symétrique est nul; le déterminant proposé 
est donc nul quelles que soient les valeurs attribuées aux lettres a, 6, c, 
cf ^ 6^, d' : il est identiquement nul; tous les termes de son dévelop- 
pement doivent se détruire. 

A.U reste, on voit très bien comment les termes se détruisent. 
D'une part, le déterminant proposé et le déterminant qu'on en déduit 
en échangeant les deux premières lignes conduisent évidemment au 
même développement; d'autre part, en vertu de ce qu'on vient de dire. 
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chaque terme du second développement se déduit d'un terme du 
premier en changeant de signe son coefficient, c'est-à-dire qu'à 
chaque terme du déterminant proposé correspond un terme qui le 
détruit. 

Le raisonnement est évidemment général; la vérification, pour 
l'exemple cité, est immédiate sur les formules du n** 135. 

143. Considérons un déterminant à, d'ordre /?, dont les lignes el 
les colonnes soient numérotées au moyen des nombres i, 2, •.., /i; 
et regardons tous les éléments comme distincts ; un élément de ce 
déterminant entre comme facteur dans plusieurs termes; il n'y entre 
d'ailleurs qu'une fois, en sorte que, si l'on regarde cet élément comme 
une variable et qu'on le désigne pour un instant par a?, le détermi- 
nant sera du premier degré en x^ et pourra se mettre, en l'ordonnant 
par rapport à x^ sous la forme Aa? -|- B. 

On appelle mineur d'un déterminant, relatif à un élément de ce 
déterminant, le coefficient de cet élément dans le développement du 
déterminant, ordonné par rapport à ce même élément. 

Dans la notation précédente, A est le mineur relatif à l'élément ar. 
Je vais donner une règle pour le calculer. 

Considérons les termes du développement qui contiennent en fac- 
teur l'élément dont on cherche le mineur, et supposons qu'on ail, 
dans tous ces termes, placé en tête l'élément considéré. Les facteurs 
qui entrent dans un de ces termes appartiendront aux cases 

(ai,Pi), («t, Pî), ..., (a„,p«), 

et, en vertu de l'hypothèse qu'on vient de faire, la case (a,, ^i) sera 
la même pour tous les termes considérés. 

Les numéros aa, as, . . ., a„ sont, dans leur ensemble, les nombres 
1, 2 ,. . ., /i, d'où l'on a retiré ai ; les numéros ^2? ^^3? • • -î ?« sont, de 
même, les nombres i, 2, . . . , «, d'où l'on a retiré pi. Soient, comme 
plus haut, a et 6 les nombres respectifs d'inversions contenues dans 
les arrangements a,, ao, . . ., a„ et p,, jîa, . . ., j3„; soient a! et 6' les 
nombres respectifs d'inversions contenues dans les arrangements a^, 
as, ..., a« et fia, ?j, ..., ?« ; on a a = a'-ha| — 1, 6 = 6'-f-p, — i 
(n° 125). Le coefficient du terme considéré est 
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Le produit par ( — i )«'+*' des éléments contenus dans les cases 

(a,, p,), («3,^3), .... (a«,pn) 

est un terme du déterminant A', d'ordre n — i, qui se déduit du 
déterminant À en supprimant la ligne de rang a, et la colonne de 
rang ^|. Il suffit, pour s'en convaincre, de se reporter à la définition 
générale en supposant que, dans le déterminant du (/i — i y*"® ordre, les 
lignes et les colonnes conservent chacune le même numéro d'ordre 
qu'elles avaient dans le déterminant primitif. Cette même définition 
montre que, en prenant dans le développement de A tous les termes 
qui contiennent en facteur l'élément de la case (a,, p,), on obtient, 
de la façon qu'on vient de dire, tous les termes de A'. Le coefficient 
de l'élément de la case (a», p, ), dans le développement de A, est donc 

(_,)at-HfJ,A'. 

Ainsi, le mineur d'un déterminant relatif à un élément quelconque 
s'obtient en multipliant par une puissance de — i dont l'exposant est 
la somme des numéros d'ordre respectifs de la ligne et de la colonne 
qui contiennent cet élément le déterminant qui se déduit du proposé 
par la suppression de cette ligne et de cette colonne. Je rappelle que, 
dans le déterminant proposé, les lignes et les colonnes sont numé- 
rotées I, 2, . . ., /i. 

On reconnaît de suite, en se reportant à la façon, expliquée plus 
haut, de développer un déterminant du second ordre 



a b 
a' b' 



= ab'—a'b. 



que cette règle s'applique encore à un tel déterminant, si l'on convient 
de regarder un déterminant du premier ordre, qui se réduit à un 
seul élément, comme égal à cet élément. 

144. D'après la définition d'un déterminant, il y a dans chaque 
terme un élément qui appartient, par exemple, à la yp'*"« ligne; si l'on 
regarde les éléments de la ^'*™* ligne comme des variables, le détermi- 
nant proposé sera une fonction linéaire des éléments de cette /?**"** ligne, 
et l'on vient d'apprendre à déterminer les coefficients de cette fonc- 
tion. 
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Considérons, par exemple, le déterminant du troisième ordre 



b 
h' 
h" 



Développons-le suivant les éléments de la première ligue, de la 
seconde ligne, de la troisième ligne, on trouvera 

A = Aa -h B6 4- Ce = A'a'4- B'6 -t- C'c'= k' a' -^ B'6'-4- c' c\ 
en posant, d'après la règle précédente, 



A = 


b' 
b" 


c' 
c" 


, B =- 


a' 
a" 


c' 
c' 


, G = 


a' 

a' 


b' 
b' 


A' = ~ 


b 
b' 


c 


, B' = 


a 

a" 


c 

c" 


. C' = ~ 


a 
a" 


b 


k'^ 


b 
b' 


c 
c' 


, B' = - 


a 
a' 


c 
c' 


, C' = 


a 
a' 


b' 



On retrouve, en se reportant à la règle pour développer un déter- 
minant du second ordre, les mêmes notations qu'au n" 133 el 
quelques-unes des identités établies dans ce même numéro. 

Si Ton considère l'une des expressions de A, \a -\- B6-|-Cc par 
exemple, on sait que les éléments a, 6, c qu'on y a mis en évidence 
ne figurent pas dans les mineurs A, B, C, en sorte que, si, dans celle 
expression, on conserve la même signification aux lettres A, B, C et 
qu'on remplace a, 6, c par a, p, y, le résultat Aa -|- B^ + Cy ne sera 
autre chose que le déterminant proposé, où l'on a remplacé a, i, c 
par a, ^, y, c'est-à-dire le déterminant 



b' 
b" 



en particulier l'expression Aa'-h Bb' -\- Ce' n*est autre chose que le 
déterminant à deux lignes identiques 



a' 


b' 


c 


a' 


b' 


c 


a" 


b" 


c* 
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c'est-à-dire o. On aura donc 



A a' -f- B 6' -:- C c' = o, 
ka'-r- B6'+Gc''=o, 

et les identités analogues (n" 135). 

Ce que l'on a dit des lignes vaut pour les colonnes et l'on aura de 
même 

A = Aa ^ A'a'-h k" a' = B6 H- B'ô'h- Wb' = Ce -+- Cc'-^Cc', 
A6-h A'6'-+-A*6'' = o, 
etc. 

Le déterminant du quatrième ordre 



a b c d 

a' b' c' d' 

^~ a" b' c" d" 

a"' b'" c"' d'" 



serait de même égal à Aa -|-B6-|-Gc-f-Drf, en posant 



G = 



b' 


c' 


d' 


b" 


c" 


cf 


b"' 


c'" 


dr 


a' 


b' 


d 


a" 


b" 


d' 


a« 


b'" 


dr 



B=- 



D= — 



a' d d 

a' c' d 

a'" c'" d" 

d b' c' 

d b' c' 

a" 6" c'" 



puisqu'on sait développer chacun de ces déterminants du troisième 
ordre, on n'aura aucune peine à obtenir le développement complet 
du déterminant du quatrième ordre. On pourra tout aussi bien le 
mettre sous l'une ou l'autre des formes 

A' d -h B' 6' -h C c' -h D' d, 
A' d -+- B" 6' -H C c' -h D' d, 
A'" a"' -h h'"b'"~>r C'c"'-^ \y'"d'. 



Si l'on veut par exemple l'expression de C, c'est-à-dire du mineur 
relatif à l'élément c' qui figure dans la seconde ligne et la troisième 
colonne; on voit, puisque ( — i)^"*"^ est égal à — i, que ce mineur 
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est 



etc. 



C' = 



b 
b' 
6-' 



d 
d" 



A peut, de même, en le développant suivant les éléments d'une 
colonne, être mis sous l'une ou l'autre des formes 

A a -f- A' a' -H k' a" -^ AT a"', 

Ce -h Ce' -+-C'c'-t-C"'c'", 
Drf-f- D'rf'-f- D'rf"-h \y"d". 

Enfin il y a douze identités, analogues à celles qu'on a obtenues 

pour le déterminant du troisième ordre et s'établissant de même, 

telles que 

Aa'-H Bô'-H Cc'-\- DûT = o, 



et douze autres du type 

A6 -f- A'6'-f- A' 6'-+- k'"b'"= o. 

En d'autres termes, la somme des éléments d'une colonne, respec- 
tivement multipliés par les mineurs relatifs aux éléments correspon- 
dants d'une autre colonne est nulle, ainsi que la somme des éléments 
d'une ligne, respectivement multipliés par les mineurs relatifs aux 
éléments correspondants d'une autre ligne. On rappelle que le mineur 
relatif à un élément de A ne contient aucun élément représenté par 
la même lettre, bu accentué de la même façon que cet élément. 

Lorsque tous les éléments d'une ligne, ou d'une colonne, sont 
nuls, il est clair, d'après ce qu'on vient de dire, que le déterminant 
est nul. Si tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne, sauf un. 
sont nuls, le déterminant se ramène immédiatement à un détermi- 
nant dont l'ordre est moindre d'une unité, comme on le voit de suite 
en le développant suivant les éléments de la ligne ou de la colonne 
considérée. Si, par exemple, on développe le déterminant 

3467 

o 3 4 

1 2 o 3 
0020 
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suivant les éléments de la dernière ligne, on voit que le mineur relatif 
à l'élément 2 de cette ligne est le produit de ( — i)'+* = — i par le 
déterminant 

3 4 7 

004 

12 3 

Ce dernier déterminant admet encore une ligne dont les éléments 
sont nuls, sauf l'élément 4 auquel correspond le mineur 



3 4 
I 2 



= _6-h4=-'^; 
la valeur du déterminant du quatrième ordre est 2x4x2 = 16. 



14o. Jusqu'à présent, lorsqu'un déterminant n'était pas écrit tout 
au long, je ne me suis servi, pour en désigner un élément, que du 
couple de numéros qui désigne la case où figure cet élément. Une 
notation fréquemment employée, et d'ailleurs très voisine de celle-là, 
consiste à désigner chaque élément par une même lettre affectée de 
deux indices, dont le premier est le premier numéro de la case cor- 
respondante, dont le second est le second numéro. Ainsi, en suppo- 
sant que les cases et les colonnes soient numérotées au moyen des 
nombres 1,2, ..., n, l'élément appartenant à la a'*"** ligne et à la 
^ieiuc colonne pourra se représenter par a^^^ ou aS; dans la seconde 
notation, a n'est pas un exposant, mais un indice supérieur. C'est de 
la première notation que je me servirai le plus souvent. Avec cette 
notation, un déterminant du second ordre, ou du troisième, s'écri- 
ront 

^1,1 «i,î «1,3 



«1,1 
«s,i 



«1,S 



«2,1 
«3,1 



«2,ï 
«3,î 



"2,3 
«3,3 



On supprime souvent les virgules entre les deux indices, quand il 
n'y a pas de confusion à craindre. 

Il importe toutefois de remarquer que l'on peut avoir d'autres 
raisons pour introduire ces symboles formés d'une lettre affectée de 
deux indices, afin de représenter certains nombres, ou certaines 
variables, et qu'on peut avoir à faire figurer ces symboles dans un 



362 



CHAPITRE X. 



déterminant écrit à la façon ordinaire; on peut se trouver alors en 
contradiction avec la règle précédente : c'est toujours à la disposi- 
tion des éléments dans le carré qui représente le déterminant et à 
la définition du n^ 139 qu'il faut se reporter, et non à la règle que 
je viens de donner. Ainsi le déterminant 






est, quand on le développe, égal à ai,2«2,i — «i,K'2,2 (n" 139). 



L'égalité 



«1,2 «M 
«2,2 «2.1 



«1.1 



*1,2 



«2.1 «2,2 



exprime, pour un déterminant du second ordre, le théorème d'après 
lequel un déterminant change de signe quand on échange entre elles 
deux colonnes. 

Cette observation s'applique en particulier quand, un déterminant 
étant écrit d'après la règle donnée au commencement de ce numéro, 
on le développe suivant les éléments d'une ligne ou d'une colonne, 
quand on écrit par exemple 



«11 


«12 «18 
























«22 


«23 




«12 


«13 




«12 «13 


«21 


«22 «23 


= «ll 






— «21 






-t-«81 










«82 


«33 




«82 


«33 




«22 «21 


«31 


«32 «33 



















Dans le second membre, les déterminants qui multiplient respec- 
tivement ail, a2ij ûfai ont pour valeurs respectives 

«22 «83— «28 «321 «12«33 — «82 «13î «12 «23 — «13«22- 

11 convient d'adopter pour les mineurs relatifs à un élément une 
notation qui rappelle cet élément. C'est ce qu'on a fait, pour les 
déterminants du troisième et du quatrième ordre, en employant la 
même lettre (mais d'un autre type) et le même accent que pour 
l'élément. 

Quand on emploie la notation précédemment expliquée qui con- 
siste à désigner par ««^p l'élément qui appartient à ^la a'*"' ligne et à 
la j3'*™* colonne, il convient, de même, de désigner par Agt,p le mi- 
neur correspondant. Aa,p sera le produit par ( — 1)°^+? du déterminant 
obtenu en supprimant la a'*™® ligne et la ^'*™* colonne. 
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Les éléments de la a*^™® ligne sont respectivement ««,1, ^^«^2? •••> 
ûf«,« et les mineurs correspondants A^^i, Aa^a, ..., Aa^,/. Les éléments 
de la ^3'*'"'' colonne sont respectivement ai,p, «2,3» •••? ^/»,p? et les 
mineurs correspondants A,,p, A^^p, ..., A„^p; la règle précédemment 
établie pour développer un déterminant suivant les éléments d'une 
ligne ou d'une colonne, le fait qu'un déterminant est nul quand il a 
deux lignes identiques ou deux colonnes identiques, s'expriment par 
les identités suivantes, dans lesquelles A désigne le déterminant con- 
sidéré, et dans lesquelles on suppose essentiellement, pour les deux 
dernières, que a est différent de 3, 

"■^a, I <*a, I ^~ ^a, i <^a, t H- • • • H- A», « «a, n = ^» 

Aa, 1 «S, 1 H- Aa, t ap, î H- . . . -t- A«, ;, ap, „ = o, 
Ai,a«i,p-H A5,a«î.p-4-...-t- A„,aa«.p = o. 

On peut condenser encore ces 2n^ identités en les écrivant sous la 

forme 

Aa,i«p,i-+- Aa.jap.j-l-...-»- Aa,„ap,«= ea.pA, 
Al, a «1, p -H Aj, a aï, p H- ... -h A„, « ««, p = £«. ? A, 

OÙ e^e, p représente i ou o, suivant que a est égal à ^ ou que a est 
différent de ^. 

On écrit encore, plus brièvement, 

r = /i rz=n 



Dans les premiers membres, le signe ^ , qui s'énonce sigma 

depuis r = i jusqu'à r = /i, veut dire qu'on doit faire la somme 
des termes qui se déduisent du terme écrit à la suite de ^, en y 
remplaçant successivement r par i, 2, ..., n. 

1 i6. On a déjà fait ressortir quelques conséquences de ce fait 
qu'un déterminant est une fonction linéaire des éléments d'une ligne 
ou d'une colonne. En voici quelques autres. 

Quand on multiplie tous les éléments d'une ligne ou d'une colonne 
par un même facteur, le déterminant est multiplié par ce facteur. En 
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particulier, si tous les éléments d^une ligne sont égaux, ou tous les 
éléments d'une colonne, on peut remplacer tous ces éléments par i, 
quitte à mettre en facteur l'élément qui se répète tout le long de la 
ligne ou de la colonne. 
On a, par exemple, 



1 


x 


3 




1 


2 


r 


0. 


1 


3 


==:3X 


% 


1 


I 


I 


o 


3 




— 1 





I 



En multipliant successivement les éléments de la première, de la 
deuxième, . . . , de la /i**"* ligne d'un déterminant du /i**'™*" ordre par 
un même facteur A*, il est clair que le déterminant est multiplié 
par A*" ; au reste, cela est évident sur la définition même d'un déter- 
minant : si, en particulier, on multiplie par — i tous les éléments, le 
déterminant reste invariable quand n est pair, il est multiplié par — i 
quand n est impair. Il en résulte (n** 141) qu'un déterminant symé- 
trique gauche d'ordre impair est nul, puisque la multiplication 
par — I de tous les éléments revient à changer les lignes en colonnes, 
et inversement, ce qui ne change pas le déterminant. 

Quand les éléments d'une même ligne sont proportionnels aux 
éléments correspondants d'une autre ligne, le déterminant est nul. 
En effet, les éléments de l'une des lignes s'obtiennent alors en muhi- 
pliant respectivement les éléments de l'autre ligne par un même fac- 
teur k\ en divisant ces derniers éléments par Xr, le déterminant est 
divisé par k\ mais il a alors deux lignes identiques : il est nul, ainsi 
que le proposé. Ce que l'on vient de dire des lignes s'applique évi- 
demment aux colonnes; on a, par exemple, 



3 6 5 
I 1 o 

■I — 2 4 



3 3 5 

I I o 

■I -I 4 



puisque les deux premières colonnes du second déterminant sont 
identiques. 

Quand chacun des éléments d'une certaine ligne est la somme 
de p quantités, que j'appellerai éléments partiels de cette ligne, le 
déterminant proposé est la somme de p déterminants du même ordre 
que le proposé, qui s'obtiennent respectivement en ne conservant 
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dans la ligne considérée que les premiers éléments partiels, les 

deuxièmes éléments partiels, . . . , les y>»^"«* éléments partiels. 

Supposons, par exemple, que dans le déterminant du quatrième 

ordre 

a b c d 

a' b' c' d 

a' 6" c' df 

a"' 6'" c-^ d" 
on ait 



A = 



(I) A = 









a 


= ai-ha,-ha,, 
















6 = Pi-hP2-HP8, 












C =Ti-+-Ys-f-Yj, 












c? = 8, ^- 8, ^- 5„ 






Ton a 












«1 Pi 


ïi 


8, 




«i Ps Ti 8î 




a» 


Ps 


Ys §1 


a' 6' 


c' 


rf' 




a' 6' c' rf' 




a' 


«>' 


c' ûî' 


a' b" 


c' 


d' 


-+- 


a' 6' c' d: 


-H 


a' 


6" 


c' €£" 


a'" 6- 


c"' 


d' 




d" b'" cT dr 




a'" 


6* 


c"' rf'" 



Si, en eli'et, on conserve les notations du n** 144, le déterminant A 
pourra s'écrire 

A= AaH-B6-f-Cc-4-Dc^= A(ai-Ha5-t-a3)-hB(p,-f-Pj-f-p8) 

H- G( Yi-h Yi^- Y3) -*- D(8i -h S, H- §3 ) 
= Aa,H-Bpi-hGY,-i-D8, 

-^Aa,-i-Bp,^-GY,-hD8, 
-f- Aaa-F B p,-f- Gys-H Do,. 

Mais, dans la dernière forme obtenue, les quantités 

Aa,-+-Bp,-hGYi-+- D8,, Aa,-+- Bp,-+- Cyi-H D8j, Aas-i- Bp,-+-GY8-h Do, 

ne sont autre chose que les déterminants qui figurent dans le second 
membre de Tégalité (i), développés suivant les éléments de la pre- 
mière ligne. 

Il est clair qu'il y a un théorème tout pareil pour les colonnes; la 
décomposition du déterminant est même plus visible; les éléments 
partiels forment alors, par leur disposition, des colonnes partielles, 
en quelque sorte, qui deviennent les colonnes des déterminants par- 
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a H- P -h Y b c 
a'-+.p'-+-Y' b' c' 
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abc 




p 6 c 




Y b c 


ol' b' c' 


-h 


P' b' c' 


-h 


Y b' c' 


a' b' c" 




P' b' c" 




y' 6* c' 



S'il n'y avait pas le même nombre d'éléments partiels dans les 
éléments d'une colonne (par exemple), on pourrait introduire des 
éléments partiels nuls et parvenir à une décomposition analogue. 

On a ainsi 



2-t-3- 

5-t-6 

7 



4 ^ 4 
5 8 
7 o 





2 2 4 




3 2 4 




4 ^ 4 


= 


5 5 8 


-t- 


6 5 8 


-H 


5 8 




770 




070 




070 



Le lecteur n'aura aucune peine à reconnaître que le second membre 
est égal à 

o — 7( 3x8 — 6x4) — 4x7x8 = — 224. 

Si les éléments d'une colonne étaient chacun égal à la somme 
de p éléments partiels, si les éléments d'une autre colonne sont 
égaux chacun à la somme de q éléments partiels, il est clair que le 
déterminant sera la somme de pq déterminants. 

147. On ne change pas un déterminant quand on ajoute aux élé- 
ments d'une ligne les éléments correspondants d'une autre ligue 
respectivement multipliés par un même facteur, les éléments cor- 
respondants d'une autre ligne encore aussi multipliés par un même 
facteur, etc. Je me dispense d'énoncer le théorème analogue pour les 
colonnes, que je vais démontrer sur un exemple. 

Considérons le déterminant 



b 
b' 
b' 
6" 



d 
d' 
dr 

d'" 



je dis qu'il est identique au déterminant 



A': 



a 
a' 
a' 



b- 
b'- 
b"^ 
b'- 



• Xa - 

-Xa'- 

Xa" 

■Xa"'- 



- \Ld 
\Ld' 
ixd' 



d 
d 

dr 

d!" 
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Ce dernier déterminant, d'après les explications qui précèdent, est 
en effet égal à 



a b c d 

o' h' d d 

a* h' c d' 

a'" b"' c'" d" 



a \a c d 

a' \a' c' d' 

a' \a' c' d' 

a'" la'" c'" cT 



a [xd c d 

a' IX d' c' d' 

a" [id c" d" 

a"' [id"' c'" d^' 



le premier déterminant est A, les deux autres sont nuls identiquement 
parce que, dans le deuxième, les éléments de la deuxième colonne 
sont proportionnels aux éléments de la première, et que, dans le troi- 
sième, les éléments de la deuxième colonne sont proportionnels aux 
éléments de la quatrième. Les deux déterminants A et A', développés, 
sont identiques. 



148. Lorsque, dans un déterminant, il y a une même relation 
linéaire entre les éléments correspondants de la première ligne, de 
la deuxième ligne, ..., de la dernière ligne, ce déterminant est 
nul. Le déterminant est encore nul quand il y a une même relation 
linéaire entre les éléments correspondants de la première colonne, 
de la deuxième colonne, . . . , de la dernière colonne. On suppose, 
bien entendu, que les coefficients de la relation linéaire ne soient pas 
tous nuls. 

Si, par exemple, la relation 

ax -h Py -h Y^ -f- 8^ = o 

est vérifiée quand on y remplace respectivement x^y^ 5, t par a, 6, c, rf, 
par a', t', r', d, par a', b\ c\ rf^ par a'\ b'\ d" , d\ le déterminant 



A = 



6. 

b" 

b'" 



d 
d' 
d 



est nul. 



Supposons en effet que a ne soit pas nul, on aura, en vertu de l'hy- 
pothèse 
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d'où 






OL OL OL 


et, de même, 






a- Èb-^ïc'-îd', 

OL OL a 




a-=-lb'-'i,/-ld'. 



a!"=— èb'"—1c"— -cT. 



On peut donc écrire 



-èb-ïc-^-d 

OL OL OL 


b c d 


-èb'-ic'-id' 

fi OL OL 


b' c' d' 


-h'-lc'-'-d- 

OL OL OL 


b' c" d: 


.h''-l<f-^-d' 

OL OL OL 


b'" (T dr 



Ce déterminant, d'après la règle du n" 146, se décompose en trois 
autres, dont chacun est nul parce que les éléments correspondants 
de deux colonnes sont proportionnels. 

La réciproque de cette proposition est vraie : si un déterminant du 
/i* ordre est nul, il existe n coefficients, dont l'un au moins n'est 
pas nul, tels que, si l'on ajoute les éléments d'une ligne quelconque 
respectivement multipliés par ces coefficients, on obtient une somme 
nulle. De même, il existe n coefficients, dont l'un au moins n'est 
pas nul, tels que, si l'on ajoute les éléments d'une colonne quelconque 
respectivement multipliés par ces coefficients, la somme soit nulle. 

La proposition est évidente lorsqu'il y a un mineur relatif à quelque 
élément du déterminant proposé qui n'est pas nul. Si, par exemple, 
il s'agit du déterminant du quatrième ordre 



A = 



a b c d 

a' b' c' d! 

a' b' c cC 

a"' b"' c'^ éT 
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011 a, 6, • • •, d!" désignent des nombres quelconques, on a 

ka -hB6 -hGc -hD^ = a, 
Ka' -+- B6' -f- Ce' -h Drf' = o, 
ka" -4- Bô" -+- Ce' -+- DflT = o, 
Aa'-i- B6"-t- Gc'-h 0^;^'"= o, 

en désignant par .\, B, C, D les valeurs numériques des mineurs rela- 
tifs aux éléments a, 6, c, rf. Si A est nul et si l'un des mineurs A, B, C, D 
n'est pas nul, il est clair que les éléments d'une même ligne vérifieront 
la relation Aj;-h By-h dz + Dm = o. Gomme on peut remplacer 
A, B, G, D par les mineurs relatifs aux éléments d'une ligne quel- 
conque, la proposition est bien claire, pourvu que l'un des seize mi- 
neurs A, B, . . . , D'" ne soit pas nul. 

Si tous les mineurs sont nuls, la démonstration est en défaut. La 
proposition subsiste, comme on le verra plus tard (n° 159). 

149. Voici maintenant quelques conséquences de la proposition 
établie au n" 147, d'après laquelle on peut retrancher des éléments 
d'une ou de plusieurs lignes (ou colonnes) les éléments correspon- 
dants d'une autre ligne (ou d'une autre colonne). 

On peut ramener à un déterminant d'ordre n — i un déterminant 
d'ordre n dans lequel tous les éléments d'une ligne (ou d'une colonne) 
sont égaux. 

Gonsidérons par exemple le déterminant 

1 I I 
abc 
a' b' c' 

On peut retrancher les éléments de la première colonne des élé- 
ments de la seconde et de la troisième : on obtient ainsi le détermi- 
nant 



I o o 

a b — a c — a 

a' b' — a' c' — a 



^(b^a)(c'—a') — (c — a)(b'—a'). 



La même proposition permet parfois de faire apparaître un facteur 
dans un déterminant dépendant de deux ou plusieurs variables. 
T. 24 
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Désignons par exemple par/(a:), g{x)^ h(x) trois polynômes en j? 
et par a, b, c trois variables quelconques, et considérons le détermi- 
nant 

/(a) ^(a) k(a) 

f{b) g{b) h(b) 
f{c) gic) h{c) 

On reconnaît de suite que le déterminant est divisible par b — a, 
car il s'annule identiquement quand on y remplace b par a, comme 
ayant alors deux colonnes identiques; il est de même divisible par 
c — b^ a — c et, par conséquent, (n° 158), par (6 — a){c — b){a — c). 
On fera, si Ton veut, apparaître successivement ces facteurs en écri^ 
vant d'abord le déterminant sous la forme 

f{a) g{a) h(a) 

Ab)-f(a) g{b)-g{a) h(b)-h(a) 
Ac)-f{a) g(c)-g(a) h(c)-h{a) 

En désignant par F(a, 6), G(«, é), H(r/, b) les quotients, évidem- 
ment entiers, de la division par b — a des polynômes /{b) — /(^), 
g{b) — g{^)j A(6) — A(a), on voit que le déterminant proposé peut 

s'écrire 

fia) g{a) h(a) 

(b'^a){c-^a) F{a,b) G(a,b) H(a,b) 
F(a, c) G(a, c) H(a, c) 



Dans le déterminant qui figure dans cette expression on peut rem- 
placer les éléments de la seconde ligne par 

F(a, 6) — F(a,c), G(a, 6) — G(a, o), H(a, 6) — H(a, c), 

et ces nouveaux éléments sont tous divisibles par b — c; le reste est 
évident. 

Cette méthode s'applique, par exemple, au déterminant 



I a a* 
1 b 6» 
I c c* 



mais il est plus simple de remarquer ici que le déterminant est du 
troisième degré en a, 6, c comme le produit (b — c){c — «)(« — b); 



DETERMINANTS. 871 

le quotient du déterminant par ce produit, qui doit être entier en a, 
6, c, ne peut donc être qu'une constante ; la comparaison d'un même 
terme 6c^, par exemple, dans les deux développements montre que 
l'on a 



1 a a» 
I b 6« 
1 c c* 



= (6 — c)(c — a) (a — ^) = 6c* -H ca' -f- a6* — b^c — c^a — a^b. 



Cette identité n'est d'ailleurs qu'un cas particulier de l'identité que 
je vais énoncer. 

Le déterminant du n**"** ordre 



r?-t 



\ Xi x\ ., 
I Xt x\ . . 

I Xfi Xfi 

dont la loi de formation est suffisamment évidente, est identique 
au produit 

{Xn—Xn-OiXn —Xn-t)(Xn — a?«-j) . • . (a7« — X^), 

{Xa-i — Xn~t){^n-l — ^n-z) ••. (^/i-l — aTi), 

{Xn-i— Xn-z) ••• (a?rt-î — iPl), 



(X2 —a?,) 



de toutes les différences que l'on peut former entre l'une quelconque 
des quantités x^j x^-, . . . , a?/i et celles qui la précèdent. On reconnaît 
comme plus haut que le déterminant s'annule si l'on suppose Xp=^ Xq^ 
par exemple, en supposant que les nombres naturels />, q soient diffé- 
rents entre eux et au plus égaux à /i, qu'il est divisible par le produit 
<le toutes les différences, enfin que le déterminant et le produit déve- 
loppés contiennent un même terme ar^j^J .. .jj^"*. On a rencontré 
déjà ce produit au n^ 126. 



§ 2. - ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 
150. Soient données n équations du premier degré à n inconnues 






Xi = o, Xi = o, 



X„ = o, 
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X|, X2, . . . , Xrt sont des polynômes du premier degré en J7|, a:^, • . . , 
Xft^ que j'écrirai sous la forme suivante : 



(^) 



Xi = ai,i a?!-»- «1,2 J7j-h. ..-f-ai,„a?rt-t-ai,,n_|, 

Xj = «2,1 a?! -h «2,2^2-1-. . .-H ^i,n^n-+- ^î,«-i-li 



X»= art.ia?!-»- «11,1^» -h. ..-*-a„, 



7i^/i~T" «n,/!**-!- 



Les coefficients des inconnues, d'une part, les termes tout connus 
ûfj,»^.!, •••, An./i+n de l'autre, sont regardés comme des nombres 
donnés. 

Désignons par A le déterminant du n*^"* ordre 

û»,i «i,t ••• «1,1» 

^n»l *«>« • • • ^mn 

que l'on appelle habituellement le déterminant des équations (i); 
désignons, comme au n° 145, par A^^^ le mineur de A relatif à l'élé- 
ment aa,p, et supposons A différent de o. Si l'on multiplie respective- 
ment par A^p, A2,p, ..., A«^p les égalités qui définissent X|, X2, ..., 
X« et que l'on tienne compte des identités du n° 145, on trouve 

(3) A,,pX,-f- Aj,pX,-f-...-f- \n,^Xn= Aa?p-r- Bp, 

en posant, pour abréger, 

(4) Bp= Ai,pai,„-Hi-H A2,pa2,n-hi-H...-H A„,pa«,rt+i. 

L'égalité (3) valable pour ^ = i, 2, • . . , /i est une identité en x^^ 
Xj, ..., J7«, quand on regarde X«, X^, ..., X« comme étant mis, seule- 
ment pour abréger, à la place des seconds membres des égalités (2). 
Elle met «n évidence ce fait que X|, X2, ..., X^ ne peuvent être nuk 

Bft 
sans que x^ soit égal à — — ^; en d'autres termes, les équations 



Xl := o, X2 = O, 

entraînent les équations 



X„= o 



{^) 



X, = 



B, 



Bt 



"T' ^* = ~T' 



B„ 
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et ne peuvent donc avoir (l'autre solution que celle de ces dernières, 
qui est évidente. Il reste à savoir si les valeurs trouvées ainsi satis- 
font effectivement aux équations proposées; c'est ce que l'on vérifie 
en y remplaçant a?i, X2, . . -, x„ par les seconds membres des éga- 
lités (4) ou par le calcul suivant, qui revient au même : 
Récrivons plus explicitement les n identités (3), à savoir 

A^i.i ^1 -H Aj,i Xj-f-...-h A«,i X„ = Axi ■+■ Bi, 
Ai,î X, -h A,,î X, -h. . .H- A„,, X„ = Aa?j-i- B,, 



Ai,rtXi-h Aj,rtX,-i-. . .-f- An.n^n = Aar^H- B^; 

multiplions-les respectivement par a»,,, ««,2, . . ., ««,« et ajoutons- 
les ; on obtiendra, en tenant compte des identités du n" 14o, 

(6) AXa= a«,i(Airi-hB,)^-aa,î(Aa:i-4-Bj)-H...-l-a«,„(Aar„-i-Brt). 

On a encore affaire ici à une identité en x^, x-i, • • • , Xn, quand on 
suppose X|, X2, ..., X« remplacés par leurs expressions expli- 
cites (2). L'identité (6) montre que, si l'on suppose nulles les quan- 
tilés Aa?! + B| , A^2 4- B2, . . . , Aj:„ -f- B,^, Xa est nécessairement nul, 
et ceci, d'ailleurs, quelle que soit la valeur 1,2, . . ., n attribuée à 
l'indice a. En d'autres termes, les équations 

(4) Aa?iH-B, = o, Aa7t-i-Bj=o, Aarn-HB„=o 

entraînent les équations 

(I) X, = 0, X, = o, X«=o. 

Les deux systèmes (1) et (4), lorsque A n'est pas nul, sont donc 
équivalents. 

Lorsque le déterminant d'un système de n équations à n inconnues 
est différent de o, ce système admet une solution, et une seule. 

Cette solution est formée d'un système de n fractions, toutes pré- 
cédées du signe — . Le dénominateur commun de ces fractions est le 
déterminant A des équations, lequel ne dépend que des coefficients 
des inconnues, nullement des termes tout connus ai /,^i, a^^^i^i, . . . , 
«/i,w+i. Le numérateur de la fraction qui donne la valeur de x^ s'ob- 
tient en remplaçant dans A les coefficients ^j^p, a2,p, •••, ««^p de 
cette inconnue par les termes tout connus ai ^„^t , a^^n^i j • • • > ^n,n^ < • 
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Ce dernier point résulte de l'expression de Bp, qui s'obtient en 
remplaçant dans le développement 

Ai.pai,p-H Aj,pa,,p-h. . .-f- A„,pa„,p 

du déterminant A suivant les éléments de la P'*"* colonne, les élé- 
ments a,^p, aa^p, . . ., a^j^p de cette colonne, dont aucun ne figure 
dans les mineurs A|^p, A^^p, ..., A„^p, par les termes tout connus 

J'ai supposé, dans ce qui précède, que les coefficients des incon- 
nues «1^1, ..., Ufi^n et les termes tout connus ai^„^i, ..., a„^,^^^ 
élAienl des nombres; il est clair que les résultats subsistent si l'on 
regarde les lettres «i,«, ..., a„^,i, ..., a„^„^^ comme désignant des 
variables, pour toutes les valeurs de ces variables qui n'annulent 
pas A; au reste, il convient de remarquer que les égalités (3) et (6). 
d'où le résultat essentiel a été tiré, sont non seulement des identités 
en J?i, X'2^ ««M ^/t) niais encore des identités en j?,, ^2, ..., Xnj 
a,,,, ..., a,i,,„ a,,,,^.,, ..., a„,„+,, pourvu qu'on y remplace non seu- 
lement X,, Xa, ..., X„ par leurs expressions explicites (2;, mais 
encore le déterminant A et ses mineurs A^^p par leurs expressions 
explicites en ai^i, ..., a^,,, et les quantités B,, B2, ..., B„ parles 
seconds membres des égalités (4). Cela résulte clairement de la 
démonstration. 

Il convient encore de remarquer, sur les formules (4), que les 
expressions des quantités B,, B^, ..., Bn sont linéaires en ai^a^i^ 
^2,/i+i, •••? <^fi,»+i'i il en est de même, évidemment, des quotients 
de B|, Ba, ..., B,/ par le déterminant A, supposé différent de o, où 
ne figurent pas «i,/,^!, «a^n+i, . . ., «/i,/i+i ; il en est de même encore 
des inconnues ^1 , jjj, . . ., ^a. Celles-ci peuvent être regardées comme 
des formes linéaires en al^f^^^^ ût2,«+i, . . ., ût«,M+i dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles de a^^^y ai,^, ... a^^^. Si, en parti- 
culier, on attribue à ces dernières lettres des valeurs numériques qui 
n'annulent pas A, et si l'on regarde ai ^«^i , a^^n+t ? • • •? ««,/i+4 comme 
des variables, les expressions de Xf, x^f ..., x,t sont des formes 
linéaires en ai,/i^i, a2,/i+i> «//,/i+< à coefficients numériques. 

Enfin, il est à peine utile de dire que, lorsqu'il s'agit d'équations 
purement numériques, on peut, si l'on veut, se servir des formules 
générales établies plus haut (en supposant toujours A différentdeo) 
pour calculer les valeurs numériques des inconnues. A la vérité, les 
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simplifications dont les équations proposées sont susceptibles en 
raison de la forme spéciale qu'elles peuvent affecter, apparaissent 
souvent d^une façon moins facile sur ces formules que sur les équa- 
tions proposées elles-mêmes, au moins quand on n'a pas l'habitude 
de manier les déterminants. Il convient de remarquer, toutefois, 
qu'aux combinaisons des équations dont on peut apercevoir la con- 
venance sur les équations correspondent, le plus souvent, des combi- 
naisons des lignes des déterminants qui conduisent à des simplifica- 
tions équivalentes. 

Les formules générales, quand on les applique à des équations nu- 
mériques dont les coefficients ne sont connus qu'imparfaitement, 
montrent que, lorsque A est très petit, les erreurs sur les résultats 
qu'entraînent les erreurs sur les données peuvent être très considé- 
rables ; si, par exemple, A se trouvait être du même ordre de peti- 
tesse que les erreurs possibles sur les données, il n'y aurait rien à 
tirer des équations. 

Avant d'étudier le cas où A est nul et le cas où le nombre des 
équations diffère du nombre des inconnues, il convient d'introduire 
une notion nouvelle. 

loi. Rang d'un tableau rectangulaire. — Considérons, en général, 
un tableau rectangulaire comprenant np éléments distribués dans p 
lignes horizontales, et n colonnes verticales 



«1,1, 


«I,î, .. 


• • «1»»» 


«î,l, 


«î.î, . 


• • » «l,ni 


• • • , 


. . . , 


•ï • . • ., 


«p,ll 


«P.J» . . 


... «p.». 



Désignons par a un nombre naturel au plus égal au plus petit des 
nombres n, />, et supposons qu'on supprime n — a colonnes 
et /? — a lignes du tableau, il restera a^ éléments distribués dans 
a lignes et a colonnes ; dans le cas où a serait égal à /i, ce qui suppose 
w ^ />, il faut entendre qu'on ne supprime aucune colonne et qu'on 
supprime/) — n lignes; de même, dans le cas où a serait égal à /?, ce 
qui suppose p'^n^ il faut entendre qu'on ne supprime aucune ligne 
et qu'on supprime n — p colonnes ; si l'on avait (i=p = n, on lais- 
serait le tableau carré tel quel. 

Dans tous les cas, les a*-' éléments restants peuvent être regardés 
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comme le& éléments d'un déterminant du a* •"* ordre ; je dirai d'uD 
pareil déterminant qu'il est tiré du tableau, en sous-entendant le 
procédé que je viens de décrire; les éléments mêmes du tableau 
seront regardés comme des déterminants tirés du tableau par la sup- 
pression de n — I lignes et de /> — 1 colonnes. 
Si Ton considère, par exemple, le tableau 



a b c d 
a' b' c d' 
a" b" c" d' 



on peut en tirer quatre déterminants du troisième ordre par la sup- 
pression de la première, de la seconde, de la troisième ou de la qua- 
trième ligne; le premier de ces déterminants est 



b 
b' 
b' 



d 
d' 
d" 



On peut en tirer dix-huit déterminants du second ordre par la 

suppression d'une ligne et de deux colonnes; tel est, par exemple, le 

déterminant 

^ b 

'.' b' 

On peut en tirer enfin douze déterminants du premier ordre, à 
savoir les éléments mêmes du tableau. 

Revenons au cas général, et observons d'abord que, si l'on consi- 
dère un déterminant d'ordre a >► 1 tiré du tableau, les mineurs rela- 
tifs aux éléments de ce déterminant seront des déterminants d'ordre 
a — 1 tirés eux-mêmes du tableau; inversement, tout déterminant 
d'ordre a — 1 tiré du tableau peut évidemment être regardé comme 
un mineur relatif à un élément de quelque déterminant d'ordre a tiré 
de ce tableau. 

Ceci posé, supposons que les éléments du tableau soient des 
nombres. La plus grande valeur possible du nombre a telle qu'un dé- 
terminant d'ordre a tiré du tableau ne soit pas nul joue, comme on 
le verra, un rôle important : on appelle ce nombre le rang du 
tableau. On voit de suite comment se détermine ce rang : 

On donne d'abord à a la plus grande valeur possible, à savoir le plus 
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petit des nombres /?,/>; supposons, pour fixer les idées, ^^ n. Si Tun 
des déterminants d'ordre p tirés du tableau n'est pas nul, le tableau est 
de rang p. ( 11 n'y aurait qu'un pareil déterminant si l'on avait p =in.) 
Supposons que tous les déterminants d'ordre p tirés du tableau 
soient nuls, on examinera les déterminants d'ordre p — i qu'on peut 
tirer du tableau ; s'il y en a un qui soit différent de o, le tableau est 
de rang p — i . Lorsque tous les déterminants d'ordre p — i sont 
nuls, on examine tous les déterminants d'ordre p — 2 ; si l'un d'eux 
n'est pas nul, le tableau est de rang p — 2, . . . 

On observera que, si un déterminant d'ordre a tiré du tableau 
n'est pas nul, le tableau est certainement de rang égal ou supérieur 
à 2; si, en pscrticulier, l'un des éléments du tableau n'est pas nul, le 
rang du tableau est au moins égal à 1 ; le cas où tous les éléments du 
tableau seraient nuls échappe à la définition précédente, puisque 
alors, tous les déterminants tirés du tableau sont manifestement nuls; 
on dit alors que le tableau est de rang o. 

Si tous les déterminants d'ordre a que l'on peut tirer du tableau 
sont nuls, on peut affirmer que le rang du tableau est inférieur à a; 
en effet, tout déterminant d'ordre a -h 1 que l'on peut tirer du tableau 
est nul comme ayant ses mineurs nuls; de même tout déterminant 
d'ordre a -h a, ... 

Si le tableau est de rang a, un déterminant quelconque, non nul, 
d'ordre a, tiré du tableau comme on vient de dire, s'appelle un déter- 
minant principal du tableau. 

On voit, d'après ce qui vient d'être dit, comment écrire les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour qu'un tableau de np éléments, 
rangés dans n colonnes et dans p lignes, soit de rang inférieur ou égal 
à a : on écrira que tous les déterminants d'ordre a + i tirés du tableau 
sont nuls. Quelques-unes de ces conditions peuvent d'ailleurs rentrer 
dans les autres. Si l'un des déterminants d'ordre a tirés du tableau 
est différent de o, le tableau sera de rang a; si tous ces détermi- 
nants sont nuls, le tableau sera de rang inférieur à a. 

Il est clair que le rang d'un tableau ne change pas quand on échange 
les lignes entre elles, ou les colonnes entre elles ; supposons qu'on ail 
affaire à un tableau de rang a >► o : fixons notre attention sur un des 
déterminants principaux; on peut, par des échanges successifs, 
amener les a lignes qui en contiennent les éléments à être les a pre- 
mières lignes du tableau, les a lignes du haut; on peut, de même, par 
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des échanges successifs de colonnes, amener les a colonnes qui con- 
tiennent les éléments du déterminant principal à être les a premières 
colonnes du tableau, les a colonnes de gauche; on voit ainsi que l'on 
peut s'arranger pour que le déterminant principal occupe le coin 
supérieur, à gauche du tableau. 

Si Ton supprime d'un tableau rectangulaire quelques lignes ou 
quelques colonnes, le rang du tableau ainsi modifié sera égal ou infé- 
rieur à celui du tableau proposé : il lui sera égal, lorsque la suppres- 
sion des lignes ou des colonnes aura laissé inaltéré quelque détermi- 
nant principal. 

Lorsque le rang d'un tableau est égal à 2, les éléments de chaque 
ligne sont proportionnels aux éléments correspondants, d'une ligne 
quelconque, de même pour les colonnes. 

Il résulte évidemment de la définition du rang d'un tableau, qu'on 
ne modifie pas ce rang en introduisant dans le tableau des colonnes, 
ou des lignes, formées d'éléments tous nuls. 

152. Si l'on considère un déterminant A, d'ordre /i, le rang de ce 
déterminant n'est autre chose que le rang du tableau carré formé par 
ses éléments. On a désigné, au n" 143, sous le nom de mineur de A 
relatif à un élément de ce déterminant, le déterminant (aflTecté d'un 
signe convenable) que l'on déduit de A par la suppression de la ligne 
et de la colonne qui contiennent l'élément considéré; on désigne aussi 
sous le nom de mineur de A tout déterminant qu'on en déduit par la 
suppression de a lignes et de a colonnes. Il est nécessaire de distin- 
guer tous ces mineurs. Ceux que j'ai désignés jusqu'ici comme les 
mineurs relatifs à un élément sont ce qu'on appelle aussi les pre- 
miers mineurs; les mineurs obtenus par la suppression de a lignes 
et de a colonnes sont les a'*"** mineurs; ils sont des déterminants 
d'ordre n — a. Au lieu de premier, second, . . ., a**"* mineur, on dit 
aussi mineur du premier, du second, . . ., du a'*"* ordre ; la confusion qui 
peut résulter, dans cette façon de parler, de l'ordre d'un mineur et de 
l'ordre du déterminant qu'est ce mineur rend cette façon de parler 
un peu gênante. Au lieu du mot mineur, quelques auteurs emploienl 
le mot sous-déterminant. 

Quoi qu'il en soit, dire qu'un déterminant d'ordre n est de rang /*, 
c'est dire qu'il y a un mineur du déterminant qui, en tant que déter- 
minant, est d'ordre r, un (n — /•)»*"• mineur, si l'on veut, qui n'est 
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pas nul, tandis que tous les déterminants d'ordre supérieur à r qu'on 
peut tirer du déterminant par la suppression de lignes ou de colonnes 
sont nuls. Dire que le déterminant est de rang n, c'est dire qu'il n'est 
pas nul; dire qu'il est de rang o, c'est dire que tous ses éléments sont 
nuls. 

153. Considérons p polynômes du premier degré Xi, X2, . . . , X;, 
à n variables x^^ x^^ . . . ^ Xn : on dit que ces polynômes sont indé- 
pendants lorsque l'on peut attribuer aux variables ^1, x^j . . ., x^ des 
valeurs qui fassent acquérir aux polynômes telles valeurs que l'on vou- 
dra. En particulier un polynôme du premier degré est indépendant 
quand le coefficient de l'une des variables, dans ce polynôme, n'est pas 
nul ; on pourra, en effet, donner aux autres variables telles valeurs que 
l'on voudra; il restera, pour lui faire acquérir la valeur A, à résoudre 
une équation du premier degré dans laquelle le coefficient de l'in- 
connue n'est pas nul. 

Si les p polynômes X|, Xj, ..., X^ du premier degré en a:,, 
j^a, ..., Xn sont indépendants, r polynômes choisis parmi ceux-là 
sont évidemment indépendants. 

En conservant la même supposition, et en supposant de plus 
que X'^, X!j, X'^ désignent soit des constantes, soit des poly- 
nômes du premier degré par rapport à des variables qui ne figurent 
pas dans X|, X^, . . ., X^, les polynômes 

X|-t-Xj, Xj-4-Xj, ,.,, Xp-hXp 

sont indépendants; en effet, on peut attribuer aux variables qui 
figurent dans X'^, X!j, ..., X^ des valeurs numériques arbitraires, 
puis à Xij X2j . , ,^ Xn des valeurs qui satisfassent aux équations 

Xt = A| — Xj, X2= Aj — Xj, ..., Xrt=A« — X„, 

quels que soient les nombres A,, A^, . . ., A,,. 

Les/? polynômes du premier degré en j:,, j^j, . . ., .r^, 

X3-+-. . .-h as,,, Xp, 
j 

X p. .\ -+- dp^i^pXp^ 
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OÙ ^1,29 ^1,3; • • • sont des coostantes, sont indépendants : si, en effet, 
on égale ces différents polynômes à des constantes arbitraires, la der- 
nière équation, qui ne contient que Xp^ sera toute résolue ; la précé- 
dente donnera la valeur de Xp_i^ la précédente celle de Xp^^'i • • • » ^^ 
même conclusion subsisterait évidemment si, la forme des polynômes 
restant la même, les variables a? <, :r 2, . . ., Xp^ au lieu d'avoir des coeffi- 
cients égaux à I, avaient des coefficients numériques quelconques, 
dont aucun ne serait nul. Elle subsisterait encore, en vertu d'une 
remarque précédente, si l'on ajoutait aux polynômes considérés, soil 
des constantes numériques, soit d'autres polynômes du premier degré 
par rapport à d'autres variables. 

154. On va apprendre à reconnaître si p polynômes du premier 
degré donnés sont indépendants ou non, et, plus généralement, com- 
bien, parmi eux, il y a de polynômes indépendants. Cela, comme on 
va le voir, ne dépend que des coefficients des variables, nullement 
des termes constants. 

Supposons les polynômes du premier degré écrits les uns au-dessous 
des autres de manière que les coefficients d'une même variable figurent 
dans une même colonne verticale : les coefficients qui manquent étant 
remplacés par des zéros. Les coefficients de toutes les variables forment 
alors un tableau rectangulaire tel que ceux que nous avons considérés 
dans le n" 131. J'appellerai rang du système de polynômes ou, plus 
brièvement, rang des polynom.es, le rang de ce tableau. Je vais mon- 
trer que le rang d'un système de polynômes est égal au nombre des 
polynômes de ce système qui sont indépendants. 

Je supposerai d'abord que ce rang soit égal au nombre des poly- 
nômes, pour montrer que, dans ce cas, les polynômes sont indépen- 
dants. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de trois polynômes : si le 
rang du tableau est 3, ces polynômes contiennent au moins trois va- 
riables, puisque le rang du tableau ne peut être inférieur au nombre 
des colonnes, c'est-à-dire au nombre des variables dans les poly- 
nômes ; supposons que ceux-ci contiennent cinq variables, et soient 

\ = ax -^ by -\- cz -\- dt -t- eu -h p, 
Y = a'x -H b'y -*- c'z -h d't -\- e' u ->t- />', 
Z = a' 37 H- b'y -h c" z -^ d" t -ï- e' u ^ p' 
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les trois polynômes : le tableau des coefficients est alors 



a 


h 


c d 


e. 


a' 


b' 


d rf' 


e\ 


a' 


b" 


c" d' 


^; 



et, par hypothèse, Pun des déterminants du troisième ordre tiré de ce 
tableau, par exemple le déterminant 

abc 
a' b' c' 
a' b' c" 

n'est pas nul; si l'on veut que les polynômes X, Y, Z acquièrent les 
valeurs numériques A, A', A", on attribuera aux variables t^ a, dont 
les coefficients ne figurent pas dans le précédent déterminant, des 
valeurs numériques quelconques et l'on résoudra les trois équations 
en X, y, z 

ax -h by -h cz -h dt -h eu -^ p — A=o, 
a'x -h b'y -h c'z -h d' t -h e' u -h p' — A' = o, 
a'x -h b" y -^ <f z -h d" t -\- e" u -\- p" — A'= o, 

dont le déterminant n'est pas nul, et qui, par conséquent, admettent 
une solution. La proposition est démontrée. Il est clair qu'il n'y aurait 
rien à changer dans la démonstration, s'il n'y avait que trois variables 
X, j/", ^, si ce n'est qu'on n'aurait pas eu à attribuer à ^, u de valeurs 
numériques. 

loo. Considérons maintenant le cas où le rang du tableau est infé- 
rieur d'une unité au nombre des polynômes ; je vais prouver que les 
polynômes ne sont pas indépendants et qu'il existe entre eux une 
relation identique du premier degré. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de quatre polynômes, et que 
leur rang soit égal à 3 : ces polynômes devront contenir au moins 
trois variables. Soient 

X = aa7 -\- by -\-cz -h dt -heu -¥- Py 
Y = a'x -t- b'y -f- c' 5 -h d't -h e' u -+- p\ 
Z = a'ar -h b" y -+- c z -h d' t -h e" u -+-/?', 
T = oT'x -h b'"y -h d"s -h d'" t -h e'" w -f- p" 
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ces polynômes : le tableau des coefficients est ici 



(I) 



Il est, par hypothèse, de rang 3, c'est-à-dire que Ton peut en tirer un 
déterminant du troisième ordre qui ne soit pas nul et que tous les 
déterminants du quatrième ordre que l'on peut en tirer sont nuls; je 
suppose que le déterminant du troisième ordre 



a 


b 


c 


d 


e, 


a' 


h' 


c' 


d' 


«'» 


a' 


b' 


c" 


d" 


e\ 


oT 


b" 


d" 


dr 


é" 



A = 



b 
b' 
b' 



ne soit pas nul : on peut, comme on Ta expliqué plus haut, en chan- 
geant au besoin Tordre des polynômes et des variables, supposer que 
ce soit ce déterminant-là qui ne soit pas nul, du moment qu'il y a un 
déterminant du troisième ordre qui est différent de o. 

Il résulte de l'hypothèse faite sur le déterminant A que les poly- 
nômes X, Y, Z sont indépendants. 

Considérons le tableau 



(a) 



a b c^ 

a! b' c\ 

oT b' cT, 

_"» tur _*• 

a o c , 



obtenu en plaçant sous le déterminant considéré les coeffi- 
cient!» a'", 6'", c'" qui, dans le polynôme T, multiplient les variables x, 
y^ z dont les coefficients figurent dans le déterminant principal A. 
Les trois colonnes de ce tableau peuvent être regardées comme les 
trois premières colonnes d'un déterminant du quatrième ordre, 
déterminant dont la quatrième colonne serait formée d'éléments 
arbitraires ; désignons par A, X', X", X'" les mineurs de ce déterminant 
relatif aux éléments de cette quatrième colonne, à savoir 



X = - 



a' 
a' 



b' 

b' 

b"" 



y= 



a 
a' 
a' 



b 
b' 

b' 



= A. 
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Il importe de remarquer, d'une part, que le mineur ^'"=1 n'est 
pas nul, par hypothèse, d'autre part que l'on a 

puisque les premiers membres de ces égalités ne sont autre chose que 
les déterminants du quatrième ordre 



a b c d 

a' b' c d 

a' b' c" d' 

a"' b"' c'" d" 



a b c e 

a! b' c' e' 

a' b" c" e" 

a'" b"' c"' e"' 



tirés du tableau. 

Ceci posé, multiplions les égalités qui définissent les polynômes X, 
Y, Z, T par À, X', X", X"' et ajoutons-les : dans le second membre, les 
coefficients des variables ^, u seront nuls, en vertu de la remarque 
qu'on vient de faire ('), il en serait de même des coefficients de x, 
y, ^, en vertu des relations entre les éléments d'un déterminant et les 
mineurs établies au n" 145. On parvient donc à la relation 



(3) 



XX -+- X' Y -h X'Z -h X'"T = X/? -h Xy -i- XV -h X'V; 



celte relation est une identité en x, y^ z, /, m, quand on remplace, 
dans le premier membre, X, Y, Z, ï par leurs expressions explicites. 
Dans cette identité X'" n'est pas nul. Le second membre n'est autre 
chose que le déterminant que l'on obtient en adjoignant au ta- 
bleau (a) une quatrième colonne formée des termes constants 



PyP'.p',P" 



On tire de l'identité (3) la suivante 

(4) T = aX-hpY-hYZ- 



C) Si les polynômes X, Y, Z, T ne contenaient que les trois variables Xy y, z^ il 
n'y aurait pas lieu Je considérer les variables t, u; mais tout le reste de la démon- 
stration subsisterait. 
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X 

3r' 



= — ^»» ï — - 



r 

r 



ô= 5^^^ = 



a b c p 

a' b' c' p' 

a' b" (f p' 

a"* b"* c" /?" 



abc 
a' b' c' 
a" b' c' 



Si, par exemple, on considère les polynômes 

Y= X — y -^ z -\- u — 2, 
Z =^ x-\-y '\- z — u — t" 

T= x-i-y-hz-^ 5, 



3, 



on reconnaît de suiie que les trois premiers sont indépendants et que Ton a 
identiquement, en x^ y, z, t, u, 

T =X-+-Y-+-Z-h9. 

Le lecteur n'aura d'ailleurs aucune peine à retrouver cette relation par la 
méthode qu'on vient d'expliquer. 

On observera que, dans l'expression (4) de T, les caefficients a, p, y 
de X, Y, Z ne dépendent que des coefficients des variables dans les 
quatre polynômes, nullement des termes constants, qui n'inter- 
viennent que dans 8. 

De cette expression de T, il résulte évidemment que les quatre 
polynômes X, Y, Z, T ne sont pas indépendants, puisque la valeur 
de T résulte de celles des trois polynômes indépendants X, Y, Z. En 
particulier, pour des valeurs des variables qui annulent X, Y, Z, il 
est clair que T prendra la valeur 8, en sorte que, si o n'est pas nul, 
les équations X = o, Y = o, Z = o, T = o sont certainement incom- 
patibles; c'est ce qui arriverait dans l'exemple numérique que Ton a 
donné. Au contraire, si 8 est nul, les trois premières entraînent la 
dernière. 

Dans ce qu'on vient de dire, se trouve contenue la solution de la 
question suivante : 
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156. On donne n équations du premier degré à n inconnues, dont 
le déterminant n'est pas nul, et un poljnome du premier degré dont 
les n variables sont désignées parles mêmes lettres que les inconnues 
des n équations, calculer ce que devient le polynôme quand on y 
remplace les variables par les valeurs des inconnues qui vérifient les 
équations. 

Les n + 1 polynômes du premier degré à n variables formés par le 
polynôme et les premiers membres des équations, dont le second 
membre est supposé nul, forment un système de rang n; il ne peut, 
en effet, être de rang supérieur, puisqu'il n'y a que n variables ; il est 
bien de rang /?, puisque le déterminant des n équations n'est pas nul. 
La relation qu'on vient d'apprendre à former entre ces n -f- i poly- 
nômes fournit la réponse à la question posée. 

Supposons, par exemple, qu'on donne les trois équations en x^ y^ z 

a' X -r- b'y -f- c 5 -h yp' = o, 
a'x -h 6'j -^ c" z -h p" = o, 

dont on suppose que le déterminant ne soit pas nul, et qu'on veuille 
calculer la valeur du polynôme n'"x H- b" y -\- d" z -\- p^" , Désignons 
par T ce dernier polynôme et par X, Y, Z les premiers membres des 
équations; on est dans le cas qu'on vient d'étudier, de quatre poly- 
nômes de rang 3 ; il suffit, en conservant les mêmes notations que dans 
le numéro précédent, de supposer nuls les coefficients r/, à! ^ d!\ d" ^ 
t% e\ e", e''', pour voir que les polynômes X, Y, Z, T sont liés par la 
relation identique en or, y^ s, 

et que la valeur cherchée de T est 8 ou 



h 
b 
b' 

b"' 



P 
P' 

P" 

P"' 



b 
b' 
b' 



On voit, en supposant toujours que le dénominateur de la fraction 
T. 25 
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précédente ne soit pas nul, que la condition nécessaire et suffisante 
pour que les quatre équations, à trois inconnues, 

X = o, Y = o, Z = o, T =. o, 
admettent une solution est que l'on ait 



b c p 

b' c' p' 

b" c' p 

X^tif ^Jf^ «-.w 

o c p 



= o, 



et cela reste évidemment vrai, lors même que le déterminant des trois 
équations X^o, Y:=o, Z = o serait nul, pourvu que, parmi les 
quatre équations, il y en ait trois dont le déterminant ne soit pas nul, 
pourvu, en d'autres termes, [que le système des quatre polynômes X, 
Y, Z, T soit de rang 3. 

On dit souvent que l'équation précédemment obtenue est le 
résultat de i élimination de x, r, z entre les quatre équations 
X = o, Y = o, Z = o, T = o, c'est-à-dire la condition nécessaire et 
suffisante à laquelle doivent satisfaire les coefficients de ces quatre 
équations pour qu'elles admettent une solution en j?, v, z. Ceci, tou- 
tefois, n'est exact que si les quatre polynômes du premier degré X, 
Y, Z, T sont de rang 3. 

Ces résultats s'étendent, évidemment, à un système de /i -+- 1 équa- 
tions du premier degré à n inconnues, quand le système des n -f- i 
premiers membres est de rang n. 



157. Revenons au cas général; considérons les p polynômes du 
premier degré Xi,Xa. ..., X^à/i variables ^i, Xa, . . ., ^/i, savoir : 

Xj = a,,ia7i-i-a,,ja:,-i-...-i-aj,„a;«-h ai,n-,-i, 



et le tableau 



Xp= a,,,iari-H a,,,,.r|-i-. . .-h ap^n^„-h Op^n-hi, 









^P,ii ^p,ii 
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des coefficients des variables; soit r le rang de ce tableau, rang qui 
est au plus égal au plus petit des nombres /i, p. Je vais montrer, 
d'une part, que, parmi les polynômes X<, X2, . . . , X^, il y en a r, et 
seulement r, qui sont indépendants, et, d'autre part, que tous les 
polynômes s'expriment au moyen de ceux d'entre eux qui sont indé- 
pendants. 

Si r est nul, tous ces polynômes se réduisent à des constantes; 
aucun n'est indépendant. Supposons r >► o. Parmi les polynômes 
Xj, Xj, ..., X^, il y en a certainement r qui sont indépendants; à 
savoir ceux qui correspondent aux lignes du tableau où figurent les 
éléments de ce déterminant du r'*™* ordre qui, par hypothèse, n'est 
pas nul. Rien n'empêche, quitte à changer l'ordre des variables et 
des polynômes, de supposer que ce déterminant soit 



As 



«1,1 «l,î ••• «l,r 
«1,1 «î,î • • • ««,r 

«r,! «r,l • . . «/-.r 



Les polynômes X<, Xa, . . ., Xr seront alors indépendants; si r est 
égal à /?, les /? polynômes considérés sont indépendants et l'on a cer- 
tainement /?^/i. Supposons r <i.p\ si, aux r polynômes indépendants 
X|, Xa, . . ., Xr, on associe Tun des polynômes X^+i, X^+a, . . ., X,,, 
par exemple le polynôme X„ les r -f- 1 polynômes X|, Xa, . . ., X^, 
X, ne seront pas indépendants, puisque le rang r du tableau de 
leurs coefficients est inférieur d'une unité à leur nombre, et le der- 
nier X, pourra s'exprimer au moyen des r premiers par une formule 
telle que 

Xj = fXs^\ X| -H a,,i Xj H- . . . -H a,,,. Xr-H a*,r-i-i » 

où a,^j, a,^2) •••? ^s.n '^s,rjf.\ désignent des constantes numériques 
que l'on déterminera par le procédé expliqué plus haut; les deux 
membres de l'égalité précédente sont identiques ^w. X\^ X\. ..., Xn 
quand on remplace X|, Xa, ..., X^, X, par leurs expressions expli- 
cites. En d'autres termes, X, peut être regardé comme un polynôme 
du premier degré, dont les r variables s'appelleraient X<, X3, ..., Xr. 
Je dirai, dans le même sens, que X, s'exprime au moyen de 
X|, Xa, . . ., Xr en sous-entendanl que Vexpression est un polynôme 
du premier degré. Cette formule met en évidence la dépendance 
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des polynômes X,, X^, ..., X^, X„ le fait que la valeur numérique 
de X, est déterminée quand les valeurs des polynômes X,, X.,, -.., 
X;. sont déterminées. En particulier, il est clair que, si l'on attribue 
aux variables j-,, ic.j, ..., :r« des valeurs qui annulent X|, Xa, ..., X^, 
la valeur de X,se réduira à a,^;.^.,, en sorte que, si a,^r+i n'est pas nul, 
les équations 



X, = o, Xi = o, 



X,.= o, 



sont incompatibles, et que, si aj,r+i est nul, les /• premières équations 
entraînent la dernière. Je rappelle que a,,r+i est égal à une fraction 
dont le dénominateur est le déterminant A, et dont le numérateur est 
le déterminant du (/• -I- iy«^«ne ordre 



A^ = 









S est un quelconque des nombres /• + i , /• -h 2, . . ., /i. 

Les remarques que voici sont des conséquences faciles des expli- 
cations qui précèdent : 

La condition nécessaire et suffisante pour que p polynômes du 
premier degré soient indépendants est qu'ils soient de rang />. En 
particulier, s'il y a plus de polynômes que de variables, les poly- 
nômes ne peuvent être indépendants. 

Si p polynômes du premier degré à n variables sont de rang i\ 
r de ces polynômes sont indépendants; il peut se faire qu'on puisse, 
avec ces p polynômes, former plusieurs systèmes de /• polynômes 
indépendants, mais on ne peut en trouver r -h 1 qui soient indépen- 
dants, car, s'il y avait un système de /• -h i polynômes qui fussent 
indépendants, ce système serait de rang /' -h 1 • il y aurait donc un 
déterminant non nul d'ordre r -\- i tiré du tableau des coefficients des 
n variables. En d'autres termes, le rang d'un système de polynômes 
du premier degré est le nombre maximum de polynômes indépen- 
dants que l'on puisse trouver parmi eux. 

Si le système de polynômes X,, X,, ..., X^ du premier degré en 
Xiy X2^ . . ., Xrt est de rang /• et si X|, Xj, . . ., X^ sont indépendants, 
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les autres polynômes X^+i, Xr+a, ..., Xy, s'expriment au moyen de 
ceux-là, comme on Ta vu, par des formules telles que 

Les p — r polynômes du premier degré en X| , X2, . . ., X^ 

Xj — a*,i Xi — af,t Xj — . . . — «j.rX,. — aj,r-t-i 
(5 = /'-+-!, r-H-2, ...,/?), 

qui deviennent identiquement nuls quand on y remplace X,, Xa, ..., 
Xr par leurs expressions explicites en /r,, X2y ..., x» sont indépen- 
dants, lorsqu^on y regarde les lettres X<, Xj, ..., X^ comme 
désignant des variables, comme il résulte du n" 153. Ainsi, quand le 
système X, , X2, . . ., X^, est de rang r <^p^ il y a /? — r polynômes 
du premier degré en X,, X^, . . ., X^,, indépendants quand on regarde 
ces lettres comme représentant des variables, et qui s'annulent iden- 
tiquement lorsqu'on remplace X|, X^, ..., X^ par leurs expressions 
explicites en j:,, x^^ . . ., x,t. 

Réciproquement, l'existence d'un seul polynôme du premier degré 
en X|, X2, ..., Xp, à coefficients non tous nuls, qui devienne 
identiquement nul quand on y remplace X,, X2, ..., X^ par leurs 
expressions ^,, x^f ..., ^n, ou, ce qui revient au même, l'existence 
d'une seule relation de la forme 

Xi X| -f- XjX|-h. . .H-ÀpX/, H- Xp+i = o, 

dans laquelle tous les nombres A,, X25 •••> V+< i^e sont pas nuls, et 
qui est identiquement vérifiée quand on y remplace X|, X2, . . ., X^, 
par leurs expressions explicites en ar,, x^^ . . ., x„, entraîne la dépen- 
dance de X|, X2, ..., X^; car, si, dans cette relation, le coeffi- 
cient de l'un des polynômes X,, X2, . .., X^ n'est pas nul, la valeur 
de ce polynome-là, en vertu de l'identité supposée, est déterminée 
par la valeur de tous les autres polynômes. D'ailleurs, dans cette 
identité, les coefficients de X,, Xj, ..., X^ ne peuvent être tous 
nuls, puisque, s'il en était ainsi, l'identité même exigerait que ^p^\ 
fût nul. 

Désignons par P,, P2, ..., Py v polynômes du premier degré en 
X|, X2, ..., Xp, de rang p, quand on y regarde X|, X2, ..., X^, 
comme les variables; lorsque, dans P|, P2, ..., Pv? on remplace X|, 
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Xa, ..., X;, par leurs expressions explicites en Xi, jc^, ..., Xn-, les 
polynômes P|, P^, ..., Pv deviennent des polynômes du premier 
degré en :r,, o^a, ..., Xn\ si, comme je le suppose dans ce qui suit, 
les polynômes X,, X^, ..., X^ sont indépendants, les polynômes P|, 
Pa, ..., Pv, regardés comme des polynômes en :C|, x^^ ...? ^/i, sonl 
encore de rang p. C'est ce que je vais établir. 

Supposons d'abord que P|, Pa, ..., Pv, regardés comme des poly- 
nômes en X|, Xa, ..., X^, soient indépendants; je vais montrer 
qu'ils sont encore indépendants quand on les regarde comme des 
polynômes en x^^ x^^ ..., x,t. En effet, on peut alors trouver des 
valeurs A,, Aa, . . ., A^, pour X|, Xa, . , ., X;,, qui fassent acquérir à 
Pi, Pa, ..., Pv telles valeurs que l'on voudra, puis des valeurs pour 
:ri, x^^ ..., Xn qui fassent acquérir à X|, Xa, ..., X^ les valeurs 
A,, Aa, ..., A^, et, par suite, à P,, Pa, ..., Pv telles valeurs que l'on 
veut. 

Si, maintenant, P, , Pa, . . ., Pvi regardés comme des polynômes en 
X|, Xa, . . ., X^, sont de rang o, on peut, en restant au même point 
de vue, supposer que P|, Pa, ..., Pp soient indépendants; les autres 
polynômes Pp^.^, Pp+a, •••} Pv s'expriment alors au moyen de P^ 
Pa, . . ., Pp par des relations qui sont identiques en X| , Xa, . . ., Xp, 
qui le sont encore en x^^ ^a, •••} ^/i, quand on a remplacé X|, 
Xa, ..., X;, par leurs expressions explicites. Mais P|, Pj, ..., Pp, 
regardés comme des polynômes en x^^x^^ ..., x»^ sont indépendants, 
d'après ce qu'on vient de dire; les autres polynômes Pp+o -.., Pv 
dépendent de ceux-là ; la proposition énoncée est donc démontrée. 

Le rang p des polynômes P,, Pa, . . ., Pv est égal ou inférieur k p, 
ainsi qu'il est évident lorsqu'on regarde, dans ces polynômes, 
X|, Xa, ..., X;y comme les variables : ceci subsiste, lors même que 
les polynômes (en x^J ^a, • • •, ^n) X|, Xa, . . ., X^, ne sont pas indé- 
pendants, car s'ils sont de rang r, on peut, en supposant X| , Xa, , 

Xr indépendants, exprimer les polynômes suivants Xr+i, Xr4.a, • • -t 
X^ au moyen de X| , Xa, . . ., Xr, puis remplacer X^+i , Xr+2, • • • , ^p 
parleurs expressions dans P|, Pa, ..., Pv, qui deviennent alors des po- 
lynômes du premier degré en X|, Xa, ..., Xr, polynômes dont le 
rang, si on les considère comme des polynômes en X| , Xa, . . ., Xr, ne 
peut dépasser r; or ce rang reste le même quand on remplace les 
polynômes indépendants X|, Xa, . . ., Xr par leurs expressions expli- 
cites en X\^ x^^ * * *, ^/i* 
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Il résulte de là que p polynômes X«, X2, ..., X^, du premier 
degré en J7|, ^25 • • •? ^« et de rang r, qui, comme on Ta vu, peuvent 
s'exprimer au moyen de r polynômes indépendants, des r polynômes 
X|, X2, ..., Xr par exemple, si ceux-là sont indépendants^ ne peuvent 
certainement pas s'exprimer au moyen d'un moindre nombre de poly- 
nômes, puisque, si X|, X2,;. . ., Xr s'exprimaient au moyen de moins 
de r polynômes, ils ne seraient pas indépendants. Le rang d'un 
système de polynômes du premier degré est le nombre minimum de 
polynômes du premier degré au moyen desquels ils puissent s'ex- 
primer. 

158. Ce qui précède permet de compléter ce que l'on a dit plus 
haut de la résolution d'un système d'équations du premier degré. 

Plaçons-nous de suite dans le cas le plus général, celui où l'on a 
affaire à p équations à n inconnues. Je désignerai, en conservant 
d'ailleurs les notations précédentes, par X4, X2, . . ., X^, les premiers 
membres de ces équations, et je désignerai par /* le rang de ce 
système de polynômes du premier degré. 

Si r est égal à />, les équations admettent certainement une solu- 
tion; dans ce cas, on a nécessairement n^p. Si n est égal à /?, il y a 
une solution et une seule. Si le nombre n des inconnues dépasse le 
nombre p des équations, on considérera celles des inconnues dont 
les coefficients sont les éléments de ce déterminant du ^'«"^ ordre 
qui, par hypothèse, n'est pas nul : supposons que ces inconnues 
soient j^i, x^^ ..., Xp\ on résoudra les équations par rapport à 
x^j jTj, . . ., jTy,, comme si les /i — p autres inconnues Xp^^^ ^p^2j • • •? 
Xn étaient connues, en afipliquant la méthode du n"* 150 ; c'est alors, 
dans chaque équation, un polynôme en Xp^t, ^p^2i • • •; ^/i qui joue 
le rôle de terme tout connu ; les expressions que l'on trouve ainsi 
pour J?|, X2j ..., Xp étant linéaires par rapport aux termes tout 
connus, sont des polynômes du premier degré en Xp^i, Xp^^^ . . .. x,f 
D'ailleurs, d'après le n^ 150, les équations qui expriment ainsi 
Xij X2, . . ., Xp au moyen de Xp^t , Xp^2^ • • •? ^// sont équivalentes au 
système proposé; en sorte qu'on vérifie ce système en attribuant à 
^/»+ii ^/>+a> •••? ^n des valeurs arbitraires et en prenant pour x^y 
X2, . . *f Xples valeurs qui en résultent et que, réciproquement, dans 
toute solution du système, les valeurs des inconnues doivent être 
liées par les relations auxquelles on est ainsi parvenu. En d'autres 
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termes, les équations qui expriment x^^ x^^ ..., Xp au moyeu de 
^/>+i, ^p^2i " "t '^n fournissent la solution la plus générale du 
système proposé. 

Supposons r<ip\ il y a, parmi les polynômes X|, X2, ..., X^, r 
polynômes indépendants; je suppose que ce soient les polynômes 
X,, Xa, . . ., X,., et que le déterminant des coefficients des inconnues 
a7|, .ra, ..., Xr dans ces polynômes ne soit pas nul; on résoudra, 
comme on vient de l'expliquer, les équations X, = o, X2=o, ..., 
Xr = o par rapport à :r, , J^a, . . ., Xr. qui, dans le cas où r est inférieur 
à /i, s'exprimeront ainsi par des polynômes du premier degré en 
^r+M -î^r+aj •••? ^m ^t l'on substituera ces polynômes, à la place de 
^Ti, x^t ..., ^r, dans les équations restantes Xr+i = o, Xr4.2=o, ..., 
Xp=o. Les inconnues ^r+i, ^r+i-, •••» ^n disparaîtront d'elles- 
mêmes; en effet, si l'on désigne par X, l'un des polynômes Xr+i, . . ., 
X^, on a entre ce polynôme et les polynômes indépendants X,, 
X2, ..., Xr une relation identique, à coefficients constants, de la 
forme 

Quand on fait la substitution, X,, X2, ..., X^ sont nuls, quelles 
ques soient les valeurs attribuées à ^r^+n ^r+a? • ••? -^^^ ; X, se réduit 
donc identiquement à la constante a^^^+i • Si l'une des constantes a,^r+i • 
où s désigne l'un quelconque des nombres r -h i , r 4- 9., . . ., /i, n'est 
pas nulle, les équations proposées sont incompatibles; si toutes les 
constantes aj,/-+M ou tous les déterminants du (r -f- 1 )**""** ordre : 



auxquels on donne quelquefois le nom de déterminants caracté- 
ristiques du système d'équations, sont nuls, les équations X| = o, 
X2 =0, . . . , Xr = o entraînent les équations Xr^.i = o, Xr+2 = o, . . . , 
X^= o : donc la solution la plus générale est fournie par les expres- 
sions de 3?i, X2, . . ., ^r au moyen de Xr^i^ ^r+»i . • ., x„j que l'on a 
commencé par former. 
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On n'oubliera pas qu'on est certainement dans le cas r<Cp, si 
Ton a n </?. 

En résumé, un système d'équations du premier degré peut avoir 
une solution et une seule (^ == /i = /•), peut être impossible (/'<[/?? 
un déterminant caractéristique non nul), peut admettre une infinité 
de solutions; dans ce dernier cas, la solution la plus générale s'ob- 
tient en laissant n — r inconnues arbitraires, les r autres s'expri- 
ment au moyen de celles-là. 

159. Les théories précédentes, relatives aux systèmes de polynômes 
du premier degré et aux équations du premier degré, se simplifient 
notablement quand on suppose homogènes tous les polynômes 
auxquels on a aHaire, quand on suppose que, dans les équations, les 
termes tout connus sont nuls : les équations sont dites alors linéaires; 
au lieu de l'expression polynômes homogènes du premier degré 
j'emploierai l'expression /orm^5 linéaires. 11 suffira, pour se placer 
dans ce cas, sur lequel je vais maintenant m'arrêter, de supposer, dans 
les notations antérieures, que les quantités «i,«4.«, «2,«+iî •• •> <^/»,«+< 
sont toutes nulles. Les définitions de l'indépendance et du rang 
subsistent sans modifications. 

On remarquera d'abord que, si les équations en x,, x^xi • • •> ^nt 

X 1 ^ o, X» = o, . . . , Xp = o 

sont linéaires, au sens que je viens de dire, le cas d'impossibilité ne 
peut se présenter, puisque ces équations sont évidemment vérifiées 
quand on suppose toutes les variables nulles. .\u surplus, on recon- 
naît immédiatement que, dans ce cas, les déterminants que l'on a 
appelés caractéristiques sont tous nuls. 

On remarquera ensuite que, si les formes X|, X2, ..., X^ sont 
linéaires en .r,, j^a, ..., .r,,, il ne peut exister entre elles de relation 
identique, à coefficients constants, de la forme 

XiXi -f- XjXî-f-. ..-^\p\p-^ \p^\ = o, 

sans que a^^i soit nul : en elfet, la relation précédente doit être 
vérifiée quand on suppose nulles toutes les variables et, par consé- 
quent, toutes les formes X,, Xj, . . ., X;,; en d'autres termes, la rela- 
tion considérée doit être elle-même linéaire en X,, X2, ..., X^ : 



3g4 CHAPITRE X. 

on peut donc énoncer la proposition suivante : la condition nécessaire 
et suffisante pour que les formes X,, X,, ..., X^, soient indépen- 
dantes est qu^il n'existe pas de constantes Xf , X^, ..., X^ non toutes 
nulles telles que l'on ait identiquement, en oti, x^, . . ., Xn 



^ny 



X| Xi -h XjXj-H. , .-f-XpXp=0. 

Au contraire l'existence de telles constantes est la condition néces- 
saire et suffisante pour que les formes considérées soient dépen- 
dantes. 

En particulier, si les formes X|, X^, , . ., X^, sont de rang r </> et 
si les r formes X|, X^, . . ., X^ sont indépendantes, les p — r autres 
s'exprimeront linéairement au moyen de celles-là, et seront nulles 
pour toutes les valeurs des variables qui annulent X|, X2, . . ., Xr. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que/? formes linéaires 
en x^y X2^ .. ., Xn soient de rang inférieur ou égal à r consistent en 
ce que les déterminants du ( r -H 1 )'*""" ordre tirés du Tableau des 
coefficients soient tous nuls. 

Revenons aux équations linéaires en x^^ Xj, .... x„^ 

Xi = o, Xj=o, .••) X^=o. 

Supposons d'abord que les formes X,, Xj, . . ., X^ soient indépen- 
dantes, ce qui exige p^n. Si l'on a p = n^ les équations n'admettent 
qu'une solution, à savoir la solution évidente j?, = o, x.2=o, ..., 
Xn=o : 

n équations linéaires à n inconnues dont le déterminant n*est 
pas nul n^admettent pas d'autre solution que la solution où 
toutes les inconnues sont nulles. 

Si l'on a /> <; /î, /> inconnues, dont les coefficients, dans les formes 
X|, X2, . . ., Xy,, sont les éléments d'un déterminant non nul du />'""• 
ordre, s'expriment linéairement au moyen des n — p autres, qui 
restent arbitraires, et l'on obtient ainsi la solution la plus générale 
du système d'équations. Que les expressions des p inconnues au 
moyen des n — p autres soient efi'ectivement linéaires, c'est ce qui 
résulte évidemment des formules du n° 150. 

Supposons maintenant que les p formes X,, X2, . . -, X^ soient de 
rang r <Cp^ et que les /• formes X, , X2, . . ., Xr soient indépendantes. 
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Les p — r autres s'expriment linéairement au moyen de celles-là et 
s'annulent toutes quand les r premières sont nulles; le système ]des 
équations proposées est équivalent au système 

Xi = o, Xi=o, ..., X;.= o; 

r inconnues s'expriment linéairement au moyen des n — r autres, 
et l'on obtient ainsi la solution la |plus générale des équations pro- 
posées. 

En particulier, si l'on a n équations linéaires à n inconnues, dont le 
déterminant soit nul, on peut satisfaire à ces équations en laissant 
certaines inconnues arbitraires. Le système proposé admet des solu- 
tions' où toutes les inconnues ne sont pas nulles. La condition néces- 
saire et suffisante pour que n équations linéaires à n inconnues 
admettent une solution où toutes les inconnues ne sont pas nulles 
est que le déterminant de ces équations soit nul. C'est le sens précis 
qu'il faut attribuer à cette proposition : la condition obtenue en écri- 
vant que le déterminant de n équations linéaires à n inconnues est 
nul est le résultat de l'élimination de ces n inconnues entre les n 
équations. 

On observera qu'une proposition énoncée au n° 148 se trouve 
maintenant entièrement démontrée : 

Quand un déterminant est nul, les éléments de toutes les lignes 
de ce déterminant vérifient une même équation linéaire^ dont 
tous les coefficients ne sont pas nuls. 

Il convient de remarquer que, si p est plus petit que /i, les équa- 
tions X| = o, X2= o, . . ., X;,= o admettent toujours des solutions 
où les inconnues ne sont pas toutes nulles. 

160. Le cas où l'on a affaire à /i — i équations linéaires à n incon- 
nues se présente fréquemment et il convient de s'y arrêter un instant. 
On a déjà traité au n' 133 des équations 

ax -h by -^ cz = o, 
a' a? -h b'y-ir c'^ = o, 

et l'on a vu que la solution la plus générale de ces équations, dans le 
cas où les trois déterminants bd — é'c, cd — c' a^ ab' — a' b ne sont 
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pas nuls à la fois, c^est-à-dire dans le cas où les deux formes linéaires 
égalées à o sont du rang a, s'obtenait en prenant j;, y, z proportion- 
nels à ces déterminants. Ceux-ci ne sont autre chose que les mineurs 
relatifs aux éléments de la troisième ligne d'un déterminant du troi- 
sième ordre dont les deux premières lignes sont 

a b Cj 
a' b' c'. 

Le fait que les trois mineurs, mis à la place de ar, y^ 2, vérifient les 
équations proposées est un cas particulier des relations entre les élé- 
ments d'un déterminant et ses premiers mineurs (n" 144). Si l'un des 
trois déterminants est nul, sans que les trois soient nuls, l'inconnue 
qui devrait être proportionnelle à ce mineur est nulle. 

Si les trois mineurs sont nuls, et si l'on écarte le cas où tous les 
coefficients sont nuls, les deux formes linéaires sont de rang i ; on 
peut résoudre l'une d'elles par rapport à une inconnue dont le coeffi- 
cient ne soit pas nul, en laissant les deux autres arbitraires, on obtient 
ainsi la solution la plus générale des équations proposées. 

Considérons maintenant trois (équations à quatre inconnues 

ax -\- by -\- cz -^ dt =0, 
a' X -\- b' y -¥- c' z -h d' t =0, 
a'x -h b'y -r c'z -f- f/'/ = o, 

et supposons que le tableau des coefficients 



a 


b 


c 


'A 


a' 


b' 


c' 


d\ 


a" 


b" 


c' 


^', 



ou les trois formes linéaires égalées à o, soit de rang 3. En regardant 
les trois lignes de ce tableau comme les trois premières lignes d'un 
déterminant du quatrième ordre, et en désignant par A'", B'", C", D"' 
les mineurs de ce déterminant relatifs aux éléments de la quatrième 
ligne, mineurs qui, par hypothèse, ne sont pas tous nuls, il résulte des 
identités établies au n" 144 que les équations proposées sont vérifiées 
quand on prend x^ y, 5, t égaux à A"', B'", C", D'" et par conséquent 
aussi, à cause de l'homogénéité des équations, quand on prend ar, 
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y^ 5, t proportionnels à ^" . B'", C", D'"; c'est là d'ailleurs la solution 
la plus générale; dans cette solution, en edet, Tune des inconnues x, 
y^ 5, t doit rester arbitraire; or, on peut choisir le facteur de pro- 
portionnalité de manière à faire acquérir à cette inconnue telle 
valeur qu'on voudra. Si l'un des déterminants A'", B'", C", D'" est 
nul sans que tous les autres le soient, cela signifie que l'inconnue qui 
lui est proportionnelle doit être nulle. 

Si le tableau des coefficients était de rang 2, il j aurait, parmi les 
trois formes linéaires, deux formes qui seraient indépendantes, les 
deux dernières par exemple ; l'un des six déterminants du second ordre 
qu'on peut tirer du tableau de leurs coefficients, par exemple le déter- 
minant 6V — fr"c', ne serait pas nul; on résoudrait alors les deux 
dernières équations par rapport à y et à 2; on en tirerait des for- 
mules telles que 

y — %X ->r- P*, 

qui, en laissant X et t indéterminés, fourniraient la solution la plus 
générale des équations proposées. Si le tableau des coefficients des 
trois formes était de rang i , il n'j' aurait qu'une forme indépendante ; 
on résoudrait l'équation obtenue en l'égalant à o par rapport à l'une 
des inconnues, dont le coefficient n'est pas nul , cette inconnue s'ex- 
primerait linéairement au moyen des trois autres, qui resteraient 
arbitraires. 



§ 3. - MULTIPLICATION D£S DÉTERMINANTS. 



161. Considérons les trois formes linéaires en X\^ x^^ x^ 

Xi = ajiiTi -+- at%x^-\- a^^x^^ 

et supposons qu'on y remplace respectivement J7|, X2, x^ par 

^i37i-^ ^t^yt^ b%%y%\ 
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elles se changeront en des formes linéaires en^i, ^2? ^s, savoir : 

Yi = c, ,^i H- Cl, j^, -H cia^s, 
Y, = ctt^i -h c,s^j-h cjj^j, 
Ya = Cj, j^i -H c„^, -i- C38 j^„ 

où Ton a posé 



soient maintenant 



A = 



«H «U «13 

«11 ait au 

«ai «8J «88 



Cii = aiiAiiH-au6u-hai8^i3, 


Cji = «11^11 + asi^ii+ass ^131 


Cji = aji bi 1 -♦- as, 6u -+- «33 ^187 


Cit = «M ^11 -<- «It ^ît -*- «13 ^Î3^ 


Cj, = a,i bu -4- osi ô,î -f- a,8 6,3, 


Csî = «SI ^îl -+- «8« *tî -t- «88 biz. 


C13 = «11 ^31 •+■ «Il^8î-+- «18^881 


c,8 = a,i ^31 -H a„ 63, -h a,s Ô33, 


C38 = «31 ^81 -^ «8Ï ^8Î -»- «88 ^83 ; 




^11 ^lî ^18 




, B = 


6,1 6,, 6,8 
^81 ^8Î ^38 


, c = 



Cil Cl, Ci3 
C,i C,, Ct3 
«81 C3, C83 



Les formes Y,, Y^, Ys en yt, y^^ yz soiit indépendantes, lorsque 
les formes X|, X2, X3 en x^^ 0^2, x^ sont indépendantes ainsi que les 
formes en y^^ y%^ y^ qu'on substitue à a:,, x^^ x^ (n® 1S7) ; elles ne 
le sont pas quand les formes X|, X2, X3 ne sont pas indépendantes; 
elles ne le sont pas non plus quand les formes en j^, , j^2 > J^s que Ton 
substitue à x^^ X2^ x^ ne sont pas indépendantes ; car, si ces dernières 
formes ne sont pas indépendantes, elles peuvent s'annuler pour des 
valeurs non nulles de y^^ ^2^ yz et ces valeurs annulent aussi, néces- 
sairement, les formes Y|, Y2, Ys (*). 

En d'autres termes le déterminant C n'est pas nul quand les deux 
déterminants A, B sont différents de zéro ; C est nul quand Tun de 
ces déterminants est nul. En d'autres termes encore, les valeurs des 



(») On arrive à la même conclusion (n»157) en remarquant que les trois formes 
yv yv y^ étant dépendantes peuvent s'exprimer au moyen de deux d'entre elles, au 
plus, en sorte que Y,, Y,, Y,, s'exprimant linéairement au moyen de deux formes, ne 
peuvent être indépendantes. 
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coefficients an, ..., tzss, 6|i, ..., 633 qui annulent C, ou le produit 
AB, sont les mêmes. 

On peut, en suivant la voie que je me contente d'indiquer, mon- 
trer que l'on a C = AB; mais je préfère établir cette égalité en par- 
tant de la façon dont le déterminant C est formé au moyen des élé- 
ments de A et de B. 

162. Chaque élément de ce déterminant C est la somme des pro- 
duits des éléments d'une ligne de A par les éléments correspondants 
d'une ligne de B; l'élément cv^, par exemple, est la somme 
Or« ^n H- «ra 6j2 4- ty^s fr*3 des éléments de la r'*"* ligne de A respec- 
tivement multipliés par les éléments correspondants de la 5**™* ligne 
de B : cet élément Crs appartient à la r**"* ligne et à la s'*"* colonne 
deC. 

Supposons C écrit explicitement, c'est-à-dire chaque lettre Crs 
remplacée par la somme ar\ b,i -f- «ra 6*2 + ^rz f>s3 qu'elle représente : 
chaque élément de C est ainsi la somme de trois termes. Convenons 
de regarder, dans une même colonne de C, dans la 5**"**, par exemple, 

«11^51-^ «U^jrî-+- «13 ^fj, 

«» I ^si -+- «3î àsi -+- ajj bsi, 

les éléments écrits les uns sous les autres comme formant une colonne 
partielle, et de regarder ainsi cette 5'*"* colonne de C comme la réunion 
de trois colonnes partielles. On voit que chacune de ces colonnes 
partielles provient d'une colonne de A, dont les éléments sont tous 
multipliés par un même élément (6^1, 6^2, ou b,^) de B. 

D'après ce que l'on a dit au n® 1 16, C peut être regardé comme la 
somme de 3 X 3 x 3 = 27 déterminants, dont chacun est formé en 
associant trois colonnes partielles prises respectivement dans la pre- 
mière, la seconde, la troisième colonne de C. L'un de ces détermi- 
nants sera, par exemple, 



CaPY = 



«la^ia «ip^ip «1Y^3Y 
«2a^ia «îp^îp «îv^SY 
«sa^ia «8p^jp «SY^aY 



Il a été formé en associant la a'*"* colonne partielle de la première 
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colonne de C, la ^'*"® colonne partielle de la seconde colonne de C, la 
^,ième colonne partielle de la troisième colonne de C; chacun des in- 
dices a, p, Y est susceptible de prendre les valeurs i, 2, 3. Le précé- 
dent déterminant est égal au produit de fria62pé3Ypar le déterminant 

«la «ip «ly 
a,a «îp «îT 
«sa «sp «ay 

si deux des indices a, p, y sont égaux, le déterminant a deux colonnes 
identiques; il est identiquement nul. Les seuls déterminants de cette 
sorte qui ne sont pas nuls s'obtiennent en supposant distinctes les 
valeurs de a, p, y : chacun d'eux correspond ainsi à l'un des arrange- 
ments trois à trois des nombres i, 2, 3 : ils sont au nombre de six. 

Le précédent déterminant, si l'on suppose que a, p, y soient les 
nombres 1, 2, 3 rangés dans un certain ordre, n'est autre chose que 
le déterminant A, dont on a rangé les colonnes dans un certain ordre; 
pour ramener ces colonnes à occuper le même ordre que dans A, il 
faut opérer sur les numéros a, p, y un certain nombre de transposi- 
tions, nombre qui ne diffère que par un nombre pair du nombre 
d'inversions qui se trouvent dans l'arrangement a^y Si l'on désigne 
par i ce nombre d'inversions, on voit que l'on aura 

Capr = (— O^^ia^îP^jyA; 

dans les six déterminants non identiquement nuls Cotpy? qui corres- 
pondent aux six arrangements trois à trois des numéros i, a, 3, on 
peut mettre ainsi A en facteur, l'autre facteur ( — O'^fa^sp^sY' ^^ ' 
est le nombre d'inversions de l'arrangement a^y, est un terme de B; 
on obtient les six termes de B en considérant successivement les six 
arrangements trois à trois; l'égalité C = BA est donc démontrée. 

La démonstration, bien que faite sur deux déterminants du 
troisième ordre, est générale, et l'on peut énoncer le théorème sui- 
vant : 

Si l'on considère les deux déterminants du n'*"® ordre 



A = 



ai, 


«lî . 


. . rt,„ 




^^11 


bit . 


.. bt„ 


«ji 


a,j . 


. . atn 


B = 


^21 


6.1 . 


.. brn 


... 


... 







... 


... 





a«i 


«nï . 


•■ O'nn 




bnx 


bnl . 


.. *»» 
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leur produit AB peut être mis sous forme d'un déterminant du /i'*"* 
ordre 

t C|i Cu ... Cin 
Cu Cil ... Cin 



C = 



Cnl Cnt 



^nn 



dans lequel chaque élément 



Crs = «n às\ -h Uri ^.«î -*-••• -*" «rn ^.f 



s'obtient en ajoutant les produits des éléments de la r'*"® ligne de A 
par les éléments correspondants de la 5'^'"* ligne de B. 

Il convient de s'habituer à appliquer cette règle, indépendamment 
de la notation précédente. On a, par exemple, 



b 
6' 



a a -4-6 P a a' -h b 3' 

a'oL-hb'? a'oi'-hb'^' 



a 
a' 

a" 



b c 1 a 3 Y 




b' c' , X a' ^' Y 




b' c" , a' ?" y' 




a a -*- 6 3 -+- c Y a a' -h 6 3' -+- c y' 


a a' -H 6 P'-hCY* 


rt' a -h é>' 3 -H c' Y a' a' -+- 6' 3' + c' y' 


«'a'-h^'^'-^c'Y' 



a'a -t- 67 -h c'y a' a' -h 6" 3' -4- c y a' a' -h 6' Ji' -h c Y 



Puisque, dans un déterminant, on peut intervertir les lignes et les 
colonnes, on voit que le produit de deux déterminants pourra s'écrire 
de façons diverses; on aura par exemple 



a 
a' 


b 
b' 


X 


a 

a' 


P 
?' 


= 


aoL -+- a'oi' 
bd -+- b' oi' 

a a -h 6 a' 
a'a -h b'%' 


ap-ha''?' 

é>a-f-6'? 
b^-^b'^' 

a p -h 6 p' 
a'p-h^'P' 



La formule qui donne l'expression du produit de deux détermi- 
nants s'applique évidemment au carré d'un déterminant; on a, par 
T. 26 
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exemple, 


a 6 |î 




a' b' 


— 
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b^ 


aa!-\- bb' 




a^-^a'^ 


ab -h a' b' 


bb' 


a'^^b'^ 




ab-^a'b' 


b*-hb'^ 



ou 



de même 



= (a^-^ a'^)(b^ -h b'*) — (ab -h a' b' )^; 



b 
b' 
b' 



a* -H 6* -f- c^ 


aa' -+- bb' ■+■ ce' 


aa' -^- 66' H- ce" 


aa' -f- bb' -h ce' 


a'î_H b'^ _Hc'2 


a'a'H-6'6'-+-cV 


aa" -+- bb" -f- ce" 


a'a'-KÔ'^^'-Hc'c" 


a'îH- 6'* -he'=« 



a*-h a'* -H a'* ab -¥- a' b' -h a" b' ac -k- a' c' -h a" c' 
ab^a'b'-'ra'b" 6^-+- b'^ ^ b'^ bc ^ b' c' ^ b" c' 
ac -h a' c' -^ a' c" bc -^ b' c' -^ b" c" c'-+- c'* -+- c'* 



Il est clair que le carré d'un déterminant peut être mis sous la forme 
d'un déterminant symétrique du même ordre. 



163. Le théorème sur la multiplication des déterminants est 
d'ailleurs susceptible d'extension. La même loi de formation qui 
permet de déduire les éléments du déterminant produit de deux 
tableaux carrés, peut s'appliquer à deux tableaux rectangulaires com- 
prenant respectivement le même nombre de lignes et le même 
nombre de colonnes. 

Considérons par exemple les deux tableaux 



abc 
a' b' c 



a p Y 
a' p' Y' 



dont chacun comporte deux lignes et deux colonnes; on peut en 
déduire un déterminant du second ordre 



aa-h6p-+-eY aa'-t-6p'-HCY' 
a'a-+-6'P-f- c'y a' a' h- 6' P' -h c' y' 



dont chaque élément est la somme des éléments d'une ligne du pre- 
mier tableau respectivement multipliés par les éléments correspon- 
dants d'une ligne du second tableau. Ce déterminant du second ordre 
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peut èlre décomposé en neuf déterminants, par un procédé analogue 
à celui que l'on a employé dans la démonstration du théorème fon- 
damental. En n'écrivant que les déterminants qui ne sont pas nuls 
identiquement, on trouve que le déterminant proposé est égal a 



a a b^' 
a'i 6'p' 


-¥■ 


a a 
a' a 


ci 

c'i 


-h 


l 
l 




l a oc' 
} a' a' 










6? ci 

6'P c'y' 


-h 


c Y « 2t' 
c'y a'v! 


-+- 


c^ b^' 
c'y ô'?' 






a b 
a' b' 


7. 

a' 


P 
?' 


-+- 


a 
a 


. c 
/ c 


/ 




a Y 

a' Y' 


■+■ 


b c 
b' c' 







En d'autres termes, on a l'identité 

(aa-H6p-hCY)(«'a'-HÔ'P'-hc'Y') — (rtx'-hô?'-t-CY')(a'a-+-6'PH-c'Y) 
= (é>c' — 6'c)(PY'—P'ï)-+-(ca' — c'a) (Ya' — Y'«)^-(«*' — «''^) («?'—«'?); 

et, en particulier, 

( a« -f. 62 -f- c« ) ( a'2 -h- 6'* -f. c'a ) — ( aa' -4- é>6' -+- ce' )« 
= (6c'- ^>'c)*-H(ca'— c'a)»-+-(a6'— a'6)«. 

Cette dernière identité tient un rôle assez important en Géométrie 
analytique. Celle d'où elle a été déduite permet d'ajouter, à la formule 
du n° 161 relative au produit de deux déterminants du troisième 
ordre, des identités intéressantes concernant les premiers mineurs du 
déterminant produit. Si, en efl'et, on reprend les notations de 
ce n° 161 et si l'on désigne par Ar*, Br„ C^* les mineurs des déter- 
minants A, B, C relatifs aux éléments «r*, 6;.,, Crs des déterminants 
A, B, C, on trouve sans peine la relation 

Crs = A^ri B,, -H Arî B^j -4- A;., B,3, 

qui en résume neuf autres, puisqu'on peut donner séparément aux 
indices r, s la valeur i, 2, 3. 

On désigne sous le nom de déterminant adjoint d'un déterminant 
donné le déterminant du même ordre dont les éléments sont les 
premiers mineurs du déterminant donné. 

Ainsi, en désignant, comme au n*" 14-4, par A, B, C; A', B', C; 
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A", B", C" les mineurs du déterminant 



A = 



abc 
a' b' c' 
a" b' c 



relatifs aux éléments a, fr, c; a', 6', c'; a", 6'^, </'; le déterminant 
adjoint de A sera 



D = 



A 


B 


G 


A' 


& 


C 


A' 


B" 


C 



Le produit de ces deux déterminants est 



AD = 



Aa-H.B^-f-Gc A a'H-B ô'-hC c' A a'-h B 6'-f- C c' 
A'a-HB'6-hG'c A'a'-4-B'6'^G'c' A' a* -h B' 6" -h G' c' 
A'a-hB'ô-+-G'c A^a'^-B'^'H-G^c' A'a'i- B'ô'-+- C'c' 



ou, en tenant compte des identités du n" 144, 

A 



o o 
o A o 
o o A 



= A>. 



Si donc A n'est pas nul, on a D= A^. Cette égalité, établie pour 
toutes les valeurs de a, 6, ..., c" qui n'annulent pas A, a lieu iden- 
tiquement en £/, 6, . . ., c". 

L'adjoint d'un déterminant du troisième ordre est égal au carré de 
ce déterminant : l'adjoint d'un déterminant du /?'*"* ordre est la 
puissance (/i — i)'*"''de ce déterminant; la démonstration est la 
même. 

On a signalé au n" 135 les relations de la forme 

B'G'— B*'G'= Aa, 

qui lient les premiers mineurs du déterminant adjoint de A aux élé- 
ments de A, On démontre, d'une façon générale, que tous les mineurs 
du déterminant adjoint d'un déterminant A du /i'*°' ordre, sauf les 
éléments mêmes de ce déterminant adjoint, sont divisibles par A. En 
particulier, si A est nul, tous les mineurs (sauf les éléments) du déter- 
minant adjoint sont nuls. 
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§ 4. - MÉTHODES D'ÉLIMINATION D'EULER, 
STLVESTER ET BÉZOUT. 

t64. Un polynôme en a?, de degré n, 

a^x'* -f- axx'^-^ -h aja?'*-' -h. . .-h a,i_ia?*-i- a„_ia?i-f- «naro, 

où ao, at, ..., a,i sont des constantes numériques a. le même aspect qu'une 
forme linéaire à n-h i variables, qui s'appelleraient aro, a?*, a?*, . . ., a?«, et où 
les exposants seraient regardés comme des indices. Dans certaines questions, 
les relations qui existent entre ces variables et le fait que la première x^ = i 
n'est pas une variable, n'interviennent pas. Quelques propositions de la théorie 
des systèmes de formes linéaires s'appliquent ainsi à la théorie des systèmes 
de polynômes en x. 

Lorsque, en se plaçant à ce point de vue, on considère un système de poly- 
nômes en X comme un système de formes linéaires en x^^ a?*, a:*, ..., le 
nombre de ces variables est le degré, augmenté d'une unité, de celui de ces 
polynômes qui a le plus haut degré; quelques-unes de ces variables man- 
queront dans ceux de ces polynômes qui seront d'un degré moindre, c'est- 
à-dire que leurs coefficients devront être regardés comme égaux à o. Il est 
commode de regarder tous les polynômes d'un système comme étant d'un 
même degré, égal ou supérieur au plus haut degré de tous ces polynômes, 
quelques-uns de leurs premiers coefficients pouvant être nuls. Quand on parie 
du tableau des coefficients de ce système de polynômes, on suppose qu'ils 
soient tous écrits les uns sous les autres, de manière que les termes de 
même degré soient dans une même colonne verticale, et que les coefficients 
des termes manquants soient remplacés par des zéros. S'il s'agit par exemple 
des polynômes 

a7^-h I, a?'-f-2a;', x^—x-hZ 

le tableau des coefficients sera 

I o o o 1 
o I 2 o o 
o o 1 — I 3 

S'il plaît de regarder les mêmes polynômes comme des polynômes du 
sixième degré dans lesquels les termes du sixième et du cinquième degré man- 
queraient toujours, dans lesquels les variables a?* et a?» auraient toujours des 
coefficients égaux à o, le tableau des coefficients sera 

o o I o o o I 
o o o I '2 o o 
o o o o I — I 3 
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Ce second tableau est du même rang que le premier (n** 151). 

165. On dit que p polynômes (en ar), X,, Xj, . . ., X;, sont linéairement in- 
dépendants quand il n'existe pas de constantes X,, X^, ..., X^ non toutes 
nulles, telles que l'on ait identiquement en x 

X, X,H- XjXîH-, . .-h XpXp = o. 

Si de telles constantes existent, les polynômes sont linéairement dépen- 
dants. Cette identité implique que, dans le premier membre, les coefficients 
des diverses puissances de r, et le terme indépendant de x^ soient nuls sépa- 
rément. C'est exactement les mêmes conditions que l'on trouverait si l'on 
considérait les polynômes comme formant un système de formes linéaires 
en a?o, a?», a?', .... 

La condition nécessaire et suffisante pour que les polynômes Xf, Xj, ..., 
Xp soient linéairement indépendants est que le tableau de leurs coefficients 
soit de rang p\ la condition nécessaire et suffisante pour que les polynômes 
soient linéairement dépendants est que ce tableau soit de rang inférieur à p. 

Supposons tous les polynômes de degré inférieur à n, et regardons-les, con- 
formément à une convention antérieurement expliquée, comme étant tous du 
degré n — i. 

Si Ton a. p"^ n^ les polynômes sont linéairement dépendants. Si Ton a 
y? = n, le tableau des coefficients est un carré, que Ton peut regarder comme 
un déterminant; en écrivant que ce déterminant est nul, on écrit la condition 
nécessaire et suffisante pour que les polynômes soient linéairement dépen- 
dants. 

Si l'on a /? < Al, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les poly- 
nômes soient linéairement dépendants s'obtiendront en écrivant que tous les 
déterminants d'ordre/? tirés du tableau sont nuls. Ces conditions étant véri- 
fiées, si l'on veut déterminer les constantes X|, Xj, . . ., X^, on a à résoudre un 
système d'équations linéaires dont ces constantes sont les inconnues, et qui 
admet certainement un système de solutions qui ne sont pas toutes nulles. 

Considérons n polynômes (en x), X|, Xj, ..., X^ tous de degré inférieur 
à Al, que nous traiterons encore comme étant tous de degré n — i; supposons 
qu'ils aient un diviseur commun A de degré k; les quotients Yj, Yi, ..., Yj, 
obtenus en divisant Xj, Xj, . . ., X,, par A seront de degré inférieur à n — k; 
par conséquent n — k -h i d'entre eux seront liés par une relation linéaire 
telle que 

Xi Y,-h Xj Yj -h. . .-hXn-k-hl^n-k-^l = o, 

cette relation, identique en x, restera telle si l'on en multiplie le premier 
membre par A; donc n — k -\- i quelconques des polynômes Xj, Xj, ..., X» 
sont linéairemen t dépendants; par suite, le déterminant, d'ordre /i, formé 
avec les coefficients des polvnomes Xj, Xj, ..., X», sera au plus de rang 
n-'k. 
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Qu'iJ en soit ainsi, c'est une condition nécessaire pour que les polynômes 
X,, Xj, ..., \n aient un diviseur commun de degré égal ou supérieur à k. 

Si, en regardant toujours les n polynômes comme étant de degré n — i, on 
convient de dire qu'ils ont un diviseur commun de degré rectifié égal à k 
(n** 8^), pour dire qu'ils ont un diviseur commun de degré vrai k — a, et que 
les X premiers coefficients sont nuls dans tous les polynômes à la fois, en 
sorte que chacun d'eux soit d'un degré vrai au plus égal à n — a — i , on peut 
encore affirmer que le tableau des coefficients des polynômes Xi, Xj, . . ., X^ 
doit ittre au plus du rang n — a — {k — x)= n — k pour qu'ils admettent un 
diviseur de degré rectifié égal à k\ a fortiori cette condition doit-elle être, 
vérifiée si les polynômes ont un diviseur de degré rectifié supérieur à k. 

166. Mon but est maintenant d'obtenir, sous forme explicite, les conditions, 
nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coefficients de deux 
polynômes 

f{x) = aoT" H- a\X'^-^ -h. . .-H an-\ic h- a,», 
g{x) = b^xP -¥- biXP-^ -H. . .-h bp-iX H- bp 

pour que ces deux polynômes aient un diviseur commun de degré rectifié au 
moins égal à r; on entend ici, par le degré rectifié d'un diviseur commun des 
deux polynômes, le degré vrai du diviseur augmenté du nombre de coeffi- 
cients qui sont nuls à la fois au début des deux polynômes regardés comme 
étant respectivement des degrés /i et/? f n" 84). Si, par exemple, le polynôme 
f{x) était réellement du degré n — 3, le polynôme g{x) du degré p — a, il y 
aurait deux coefficients nuls à la fois au début des deux polynômes; alors, 
s'ils étaient premiers entre eux, ils devraient être regardés comme ayant un 
diviseur commun de degré rectifié égal à «i, et, s'ils avaient un diviseur commun, 
de degré vrai égal à 3, ils devraient être regardés comme ayant un diviseur 
de degré rectifié ég^l à 3 -h a = 5. 

On a démontré au n° 84 la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynômes ^(rF) et 
g{x) aient un diviseur commun de degré rectifié, égal ou supérieur à r, est 
qu'il existe deux polynômes F„-r(^), G,,_,.(j7), non identiquement nuls, dont 
les degrés (vrais) respectifs soient au plus égaux à n — r, /? — r et tels que 
Ton ait identiquement, en «r, 

(0 Fn^r(:r)g{x) -h Gp,r(^)/(X) = o. 

Cette identité, si l'on y remplace F„_;.(a;) et Gp-r{x) par des polynômes à 
coefficients indéterminés 

F„_^(a:) = \^iX'^-r-^l^xn-r-^ _h. . .-f- X„_;., 
Gp-ri^)=lloXP-r-i- iiiXP-'--^ -h. .-h llp-r, 

équivaut k n -^ p — r-hi équations linéaires en Xq, Xi, .. ., X;,^,., jxo, fxi, . .., 
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fji^-,. ; les conditions cherchées s'exprimeront donc en écrivant qu'un svîstènae 
de n-hp — r-hi équations Jinéaires à n-\- p — ar-f-a inconnues admet une 
solution où toutes les inconnues ne sont pas nulles. C'est ce que Ton sait 
faire. 

Il revient au même, pour obtenir ces conditions, de raisonner comme 
il suit : 

L'identité (i) peut s'écrire 

\LQXP-rf{x)-^ lHXP-^-if(x) H-...H-JJl,,_;./(a7) 

-l-X„_r^(a^)-+- X„_^_, ir^(a:) -h. . .-h Xoar«-''^(ir) = o; 

elle exprime donc que les polynômes 

xP-^f(x), rP-r-^f(x), ..., f(x), g{x\ xg{x), ..., x'*-rg{T) 

sont linéairement dépendants : en exprimant qu'il en est ainsi, on aura 
les conditions cherchées. Ces polynômes sont tous de degré inférieur à 
n-f-/? — r -4- I ; ils sont en nombre égal à au-/?— -ir-i-î; on a donc à écrire 
qu'un tableau de/i-f-/? — ir -\-i lignes et de n -h p — r -h i colonnes est de 
rang inférieur k n -+• p — 2^4- 2. 

En particulier, si l'on suppose /* = i, on aura, en écrivant que les n-H /? po- 
lynômes, de degré inférieur à n-h/? 

sont linéairement dépendants, la condition nécessaire et suffisante pour que les 
deux polynômes /( 37) et g{x) aient un diviseur commun de degré rectifié au 
moins égal à i. Cette condition s'exprime en annulant le déterminant d'ordre 
n-f-/?, dont les éléments sont les coefficients des polynômes précédents re- 
gardés comme des polynômes de degré n-h/? — i. 

167. Ce déterminant, dont l'introduction est due à Sylvester, tient un rôle 
essentiel dans la théorie qui nous occupe. On peut lui rattacher les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que les polynômes /(ar) et g(x) aient un divi- 
seur de degré rectifié au moins égal à /*. 

Il faut et il suffit pour cela que le déterminant de Sylvester soit de rang 
au plus égal à n -\- p — r. La condition est nécessaire : en effet, si l'on regarde 
les n -\-p polynômes 

xP-^f{x), ..., f{x), g{x), ..., x'^-^g{x) 

comme étant de degré égal à n-^ p — i,on voit de suite que, si les polynômes 
f{,x)e\.g{x) ont un diviseur commun de degré rectifié égal à r, les /i -h/? po- 
lynômes ont aussi un diviseur commun de degré rectifié égal à r, au sens qu'on 
a donné à ce mot à la fin du n" 166; le rang du tableau de ces coefficients des 
n -hp polynômes doit donc être au plus égal à n-\- p — r. 
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La condition est suffisante, car, si le rang du tableau est égal ou inférieur à 
n-hp — r, il ne peut y avoir, parmi les n-\- p polynômes, plus de n-^p-^r 
polynômes qui soient linéairement indépendants : n-^p — r-hi polynômes 
pris parmi eux, par exemple les polynômes 

ar^-i/(j:), xP-'^fix), ..., f{x), gi,x), xg{x\ ..., x^-*- g(x), 

ou les polynômes 

x'^-'^g{x), x'*'-'^g{x), ..., g{x), /(x), xf{x\ ..., xP-^f{x) 

sont linéairement dépendants; en écrivant qu'il en est ainsi, on parvient à des 
identités de la forme 

gp-\{^)f^^)-^fn-r{00)g(x) =0, 

fit- 1 {x)g{x) -hgf,-,.(x)/(x) = o, 

où les deux polynômes g,,-x(x)^ /;,.-,.(x), dont les degrés (vrais) respectifs 
sont au'plus égaux à /> — i et à /i — r, ne sont pas identiquement nuls tous les 
deux: de même, les polynômes /«_i(x), gf,-r{x). 

Ces deux identités vont nous permettre de reconnaître que les deux poly- 
nomes/(j:), g{x) ont un diviseur commun de degré rectifié au moins égal à r, 
par lin raisonnement pareil à celui du n*" Si. Supposons qu'il y ait a coeffi- 
cients nuls au début des deux polynômes /(a?) et g{x) : je suppose qu'il y en 
ait exactement a au début de /(x) : il peut y en avoir davantage au début 
de g(x) : c'est à la première identité que j'aurai recours: si, au contraire, il 
y avait moins de coefficients nuls au début âeg(x) qu'au début de /(x), c'est 
à la seconde qu'on recourrait. 

Si les deux polynômes gp-i(x)^ y,|_^(a:) sont premiers entre eux, on voit, 
comme au n" 84, que la première identité entraine l'existence d'un diviseur 
commun 6(3:) aux deux polynômes /(a?) et gi-c), tel que l'on ait 

/(x)=/„_;.(ar)0(ar), g(x) = gp-,{x)^{x); 

le degré vrai de ^(x) est égal à la différence entre le degré n — x de /(a:) et 
le degré de /n-r(^)'> qui est égal ou inférieur à /i — r: il est donc égal ou supé- 
rieur à (/i — a) — {n — r) = r — a; par conséquent, 6(57) doit être regardé 
comme un diviseur commun kf{x) et à g{x) de degré rectifié égal ou supé- 
rieur à r. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux polynômes /(a;) 
et g{x) aient un diviseur commun de degré rectifié égal ou supérieur à /•, 
fournissent évidemment, lorsque l'un des deux coefficients ao, ^o ^^ peut s'an- 
nuler, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux polynômes 
aient un diviseur commun de degré vrai au moins égal à r. On montre, dans ce 
cas, que les conditions nécessaires et suffisantes peuvent être réduites à r; 
mais je ne m'y arrêterai pas. 
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168. Je me contente aussi d'indiquer les résultats suivants qui s'établissent 
à peu prés comme ceux qui précèdent. 

Supposons, en conservant les mêmes notations, que l'on ait n^p.ei posons, 
pour abréger l'écriture, 



/t = aoX^-haix^-^-h. ..-h a/t, gk = boX*^ -h bix^-^ -h... -h 6*. 

Considérons les n polynômes, dont il est aisé de voir qu'ils sont tous de 
degré inférieur à n, 

ff(x), xg{x), ..., x'^-P-'^ g{x), 

^«-''/o^(.^)-^./(^), x'^-Pf,g{x)-g,f(x), 

0P"-f'Ag(x) — gif{^h ..., 3pn-pf^_^g{x)-gf,-,f{x). 

La condition nécessaire et suffisante pour que les polynômes f{x) et g{x) 
aient un diviseur de degré rectifié égal à r est que le tableau des coefficients 
des n polynômes soit de rang égal ou inférieur à n — r. La condition nécessaire 
et suffisante pour qu'il y ait un diviseur commun de degré rectifié au moins 
égal à I s'exprime donc en égalant à o un déterminant d'ordre n (détermi- 
nant de Bézout); la condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait un diviseur 
commun de degré rectifié au moins égal à i s'exprime en écrivant que tous les 
premiers mineurs de ce déterminant soit nuls, etc. Le déterminant de Bézout 
est d'ordre moins élevé que celui de Sylvester, et il est, à cet égard, plus 
commode à manier; mais, d'un autre côté, sa forme est moins simple que celle 
du déterminant de Sylvester. 

Lorsque les conditions pour l'existence d'un diviseur commun de degré 
rectifié égal à /• sont vérifiées, on peut toujours trouver ce diviseur commun 
en cherchant le plus grand commun diviseur des polynômes /(x) et g{x); à 
la vérité, il est préférable, lorsqu'on applique l'une des méthodes précédentes, 
de profiter des calculs qu'on a faits pour obtenir le diviseur commun, mais je 
ne m'arrêterai pas à cette question. 

Il convient de remarquer que les démonstrations qui précèdent ne sup- 
posent en aucune façon qu'on ait établi le théorème fondamental de TAl- 
gébre (n" 111). 

1G9. Éliminer x entre les deux équations /(ar) = o, ^(a?) = o, c'est, par 
définition, trouver la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux 
équations aient une solution commune. S'il en est ainsi, les deux polynômes 
f{x) et g{x) ont un diviseur commun; réciproquement, si ces polynômes ont 
un diviseur commun de degré (vrai) égal à r, les deux équations /(o;) = o, 
g(x)= o ont /• racines communes, à savoir les r racines du diviseur commun. 
Si les deux polynômes /{x) et g(x) ont un diviseur commun de degré 
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vrai r — a, et si les a premiers coefficients de f(x) et de g{x) sont nuls, en 
sorte que les deux polynômes aient un diviseur commun de degré rectifié égal 
à r, on dit souvent que les deux équations /(a:) = o, g{x) = o ont r — a ra- 
cines communes qui sont finies, à savoir les racines de leur commun diviseur, 
et a racines communes infinies; cette dernière façon de parler, sur laquelle 
j'aurai à revenir, ne signifie rien de plus que ceci : les a premiers coefficients 
de /i^;) et les a premiers coefficients de g{x) sont nuls. En adoptant cette 
façon de parler, on peut énoncer le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux équations /(o?) = o, 
g(:r) aient (au moins) une racine commune finie ou infinie, ou, si l'on veut, 
le résultat de l'élimination de x entre ces deux équations, s'obtient en égalant 
à o le déterminant de Sylvester, ou celui de Bézout, formé avec les coefficients 
des polynômes /(a:) et gix). Les racines (finies) communes aux deux équa- 
tions s'obtiennent en cherchant le plus grand commun diviseur aux deux poly- 
nômes et en résolvant l'équation obtenue en égalant à o ce plus grand commun 
diviseur. 



EXERCICES. 

142. Quel est, dans le déterminant général de n**™« ordre, le coefficient du 
terme dont les facteurs sont les éléments situés sur la diagonale autre que la 
diagonale principale? 

143. Un déterminant du n'*™« ordre dans lequel tous les éléments situés au- 
dessus (ou au-dessous) delà diagonale principale sont nuls est égal au produit 
des éléments de la diagonale principale. 



141. Développer le déterminant symétrique gauche 



o 


X 


y 


z 


— X 





t 


u 


—y 


— t 





V 


— z 


— u 


— V 






et montrer qu'il est le carré d'un polynôme en ar, y^ z, /, a, ç. 
145. Résoudre les équations 



a-h X X X 

X h -\- X X 

X X c -h X 



a-v-x X X X 

X 6 -ha; X x 

X X C -\- X X 



X 


r 


M 




r 


z 


X 


= 


z 


X 


y 
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146. On a, quels que soient x^y^ z, 

X -H %y -+- a* -f y z 
y -hoLZ -h a*j? z X 
z -^ ax -h v>y X y 

montrer qu'on peut déterminer le nombre a de manière que les coefficients 
des trois formes linéaires 

X -^ay -^ oL^Zy a*a? -+- ^-h a«, a.r -+- a*y -f* « 

soient proportionnels. Le problème admet trois solutions dont deux sont ima- 
ginaires. Décomposer le déterminant proposé en un produit de trois facteurs 
du premier degré en x, y^ z. 



147. Décomposer le déterminant 

X y z u 

y z u x 

z u X y 

u X y z 

en un produit de quatre facteurs du premier degré. 



148. Mettre les déterminants 



1 a a' 




I h 6' 


î 


1 c c» 





I a* a' 

I c* c' 



1 


ï 


1 


a -><- X 

1 


a -h-y 


1 


b -^ X 

1 


b+y 


b^z 

1 



I sina tanga 
I sin6 tang6 
I sine tangc 



1 sina cosa 
I sin6 cos6 
I sine cosc 



sous forme d'un produit de trois facteurs s'annulant respectivement quand on 
suppose ô = c, r = a, a = /;. 

Montrer, en s'appuyant sur l'identité à laquelle on est conduit en considé- 
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rant le dernier déterminant que, si a, p, y sont trois nombres dont la somme 
est nulle, on a 



sin a -t- sin 



ÔH- sinv-t- 4 sin— sin -^ sin -i ■= o. 

r • ^ •» o o 



149. La trigonométrie fournit, entre les éléments d'un triangle, les relations 

a = 6 cosC -h c cosB, 
6 = c cos A. -h a cos G, 
c = a cos B ~{- b cos A ; 

quelle relation doit-il y avoir entre A, B, G pour que les égalités précédentes, 
regardées comme des équations linéaires en a, 6, c, admettent une solution 
autre quea = o, 6 = o, c = o? 



loO. Montrer que les relations 

a* -4- 6» -h c» = I , 



a'a'H-^»'6'-Hc'c'=o, 
a'a -+- fb -+■ c'c = o, 
a a' -h b b' -^ c c' = o 



entraînent, en désignant par A le déterminant 



abc 

a' b' c' 
a' b' c' 



et par A, B, . . ., G'' ses mineurs, les relations 



A = Aa, 
A'= Aa', 
A'= Aa', 



B = A^», 
B'=A6', 
B''=A^»', 



c« -h c'* -h c'* = I, 



G =Ac, 
G'=Ac', 
G'= Ac', 



A=±i, 



ôc -+- A'c' -h b'c' = o. 



a6 -4- a' 6' H- a' 6* = o, 



inversement les six dernières relations entraînent celles qui précèdent. 
On peut prendre comme point de départ le fait que les trois équations 

a a->r b b -i- ce =i, 
a' a -f 6' 6 -H c' c = o, 
a''a -h b" b -+- c" c = o, 
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traitées comme des équations du premier degré dont les inconnues seraient a, 
6, c et dont les coefficients seraient les éléments du déterminant A, entraînent 
les relations 

aA = A, 6A = B, cA = C. 

151. D'un tableau rectangulaire de np éléments ranges dans p lignes el 
n colonnes, combien peut-on tirer de déterminants d'ordre r, en désignant 
par r un nombre au plus égal au plus petit des nombres ai, />? 

152. Quelle relation y a-t-il entre les polynômes 

a b \\c J a b \i\c J 

où a, 6, c, X, p. sont des constantes différentes de o? 

Au lieu d'appliquer la méthode développée dans le n° 153, il est plus com- 
mode ici d'employer le procédé suivant qu'on généralisera sans peine; on 
regardera les égalités précédentes comme des équations en a;, y^ z et X, Y, 
Z, T comme des quantités connues; on résoudra trois de ces équations par 
rapport à a:, ^, z et Ton portera les valeurs trouvées dans la quatrième. Les 
calculs qui suivent équivalent à ceux, qu'on vient de dire. 

î*|-x.x(i*,).ï.,(l-,), 

= -i=»*K;-)-^*?(:-)' 

(X— |Jl)- H-X Z^-X-|-JX = 0, 

(HL-X)^^Xfx(Y-T)-X-HL = o, 
X — Z-hXfx(Y-T) = o. 

Résoudre la même question en cherchant cinq nombres x, p, Yi ^^ ^ ^^^^ V^^ 
l'on ait identiquement, en x^ y, z, 

aX -h- p Y -h yZ -h 8T -f- e = o. 

153. Soient Xi, Xj, ..., X^ des formes linéaires en x^, x^^ ..., x,,. Si l'on 
connaît, d'une part, la solution la plus générale des équations Xj = o, 
Xî=o, ..., X,, = o et, d'autre part, une solution particulière des équations 
Xi = ai, X2=ai, ..., Xp = a^, où ai, oc^, ..., a^ sont des nombres donnés, 
comment pourra-t-on en déduire la solution la plus générale des dernières 
équations? 
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154. Si les polynômes X|, X2, ..., X^, du premier degré en arj, a-j, ..., 
jr„, sont de ranj; r, il ne peut exister plus de p — /• polynômes du premier 
degré en Xi, Xj, . . ., X^, indépendants quand on regarde ces dernières lettres 
comme figurant des variables, qui s'annulent identiquement quand on rem- 
place Xi, Xj, . . ., X^ par leurs expressions explicites en x^^ a:j, . . ., Xn» 



155. Si Xi, Xj, ..., X^ désignent des polynômes du premier degré en Ti, 
iCj, ..., Xn et s'il existe q polynômes (et non davantage) du premier degré 
en X], Xt, ..., Xp, indépendants quand on regarde ces lettres comme figu- 
rant des variables, qui s'annulent identiquement lorsqu'on remplace X|, 
Xj, . . ., Xp par leurs expressions explicites en a?i, a:», ..., a?,,, les/? polynômes 
Xi, Xj, . . . , X;^ sont de rang p — q, 

156. Si les polynômes Xj, Xj, . . ., X,,, du premier degré en a?i, arj, . . ., a?„, 
sont de rang r et si l'on peut les exprimer tous au moyen de r polynômes 
X'i, Xj,..., X'^ du premier degré en X\^ arj,..., Xn par des formules telles 
que 

X» = ati',, X', H- a/,, X; H- . . . -+- a/,r X';. -f- a/,^-^! ( « = 1 , '2, . .,/?), 

où a/,1, a/,t, . . . sont des coefficients constants, les polynômes Xj, Xj, . . ., X';. 
sont indépendants. 



157. Si le tableau 

^\ y\ ^1, 
xt yt z^ 

est de rang 2 et si les nombres situés dans une même ligne de ce tableau véri- 
fient l'équation ax -4- by -4- c^ = o, la solution la plus générale de cette équa- 
tion est donnée par les formules 

X ■= X\tl-\- X^t%y 

y = X\tx-^yth, 



où «,, tt sont arbitraires. 










Si le tableau 












X\ 


y\ 


Zx 


Ml, 




Xi 


yt 


zt 


"1, 




a^3 


y^ 


33 


"s 



est de rang 3 et si les nombres situés dans une même ligne de ce tableau véri- 
fient l'équation ax H- by -h cz ■+■ du = o, la solution la plus générale de cette 
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équation est donnée par les formules 

X = a?] /| -h ar j ^2 H- 373 ^a» 

Z = Zit^-h Ziti-^ Zi ^3, 

où ^1, tif ti sont arbitraires. 

J58. Si le tableau 

^1 Ji ^1 "il 

^t yt «j wt 

est de rang 2, et si les nombres situés dans une même ligne de ce tableau véri- 
fient les deux équations indépendantes 

ax -h bx -»- C3 -H du = o, 
a'x -h h' y -h c ^ -^ û?' M = o, 

la solution la plus générale de ces équations est donnée par les formules 

X ^=- X\i\-k- X\ ^j, 

y =y\t\-\-y%txy 

Z ^=. Zy t\-^ Z\ /», 

où t\ et tx sont arbitraires. 

159. On considère les /> équations X, = o. Xj=o, ..., X,, = 0, linéaires en 
a?,, iTj, ..., J7,i; convenons de dire qu'un système de n formes Ti, Tj, ..., T„ 
linéaires en ^1, ^j, . . ., <„| vérifie ces p équations lorsque celles-ci sont vérifiées 
quelles que soient les valeurs de ^i, ^j, . . ., t,n quand on y remplace respecti- 
vement a^i, a:j, . . ., a^^j par Tj, Tj, . . ., T„. 

Si les équations d(mnées sont «le rang r< /?., on a vu au n" 159 que la solu- 
tion la plus générale s'obtient en laissant n — r inconnues arbitraires, les 
autres inconnues s'exprimant linéairement au moyen de celles-ci. Cela revient 
à dire que la solution la plus générale est fournie par un certain système de n 
formes linéaires de rang n — r. Montrer que tout système de n formes Ti, 
Tj, . . ., T„, linéaires en ^1, ^j, . . ., tm et de rang n — r, qui vérifient les équa^ 
tions proposées, en constitue la solution la plus générale. 

160. Sauf dans le cas où l'on a x^^ x^^ y^^^y^^ le polynôme du premier 
degré en x^y^ le plus général, qui s'annule quand on remplace x.^y respecti- 
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vement par les nombres Xi^ yx ou x^^ y\ est, à un facteur numérique près, 

X y I 
x\ yx 1 



161. Lorsque le tableau 



(I) 



( a?i yx zx 1, 
I a?i yx Zi I, 
( ^i yz Zz 1, 



est de rang 3, tout polynôme du premier degré en a?, y^ z qui s'annule quand 
on y remplace x^y, z par Xi^y^, Zx^ ou par Xt^y^^ z^^ est, à un facteur numé- 
rique près, de la forme 

X y z i 

xx y\ Zx I 

a?t y% 5j 1 

a?8 yz «s I 

Quelle est la forme la plus générale d'un pareil polynôme quand le tableau (t) 
est de rang a? — Ce tableau peut-il être de rnng i? 



162. Soient (xxy Xi)» (^i» y\)^ (^s? y%) des nombres réels ou imaginaires. 
On considère le tableau 

x\-k-y\ xx yv i, 
^l-+-rl ^\ y\ »» 
^X-^yX ^9 yz I, 

en écartant le cas où ce tableau aurait deux lignes identiques. 

Montrer que, lorsque a?!, yx, a?», y^y 0:3, y^ sont réels, le tableau est de 
rang 3. 

Le rang ne peut se réduire à 2 que si les trois rapports 



j 

Xx — a?3 



Xi—Xx 



Xx — Xi 



sont égaux à » ou à — i. 



163. Trouver tous les polynômes de la forme 

a(a?*-i-^*) -h 6a? -4- cy-^- d 
T. 
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OU de la forme 

axy -^bx->r cy '\- d 

qui s'annulent quand on remplace x^ y par X\^ y\ ou par x^^ yx ou par x^i yi- 

164. Dans un déterminant d'ordre /i, dont les lignes et les colonnes sont 
numérotées i, ^, . . ., n, on considère le terme dont les facteurs appartiennent 
aux cases 

(ai,pi), («î, pj), ..., («/>,?/»), 

II résulte de la proposition énoncée dans Texercice 127 que le coefficient de 
ce terme est une puissance de — i dont l'exposant est 

Ah-Bh- A'-hB'-i-ai-i-a,-h...-l-ap-hPi-!-Pi-+- ...-h §p, 

en désignant par A, B, A',B' les nombres d'inversion contenus dans les arran- 
gements 

(ai, aj, . . .,ap), (^n Pjî • • •> P/0> 

(«/H-lî «/»-+-!» • . -1 a/i)î (P/»-Mî P/H-tî ^'•^ Prt)- 

Montrer que la somme de tous les termes du déterminant dont p facteurs 
appartiennent à des cases qui se trouvent à la fois dans quelqu'une des lignes 
numérotées «i, sis, •••) ^p^ et dans quelqu'une des colonnes numérotées pi, 
P„ ..., P;, est égale à 

en désignant par P le déterminant qui se déduit du déterminant proposé en 
supprimant les lignes numérotées a^^+i, a^+xi • • m «n ^t les colonnes numé- 
rotées P/M-iî P/H-Î7 • • .1 Prtî et par P' le déterminant qui se déduit du proposé en 
supprimant les lignes numérotées ai^aj, . . ., a^ et les colonnes numérotées Pi, 

Pi,..., p;,. 

165. Soit A un déterminant d'ordre n, dont les lignes et les colonnes sont 
numérotées 1,2,..., n. Supposons qu'on ait rangé sur une même ligne toutes 
les V = G^ combinaisons des n nombres i, 2,. . . , n pris p 9l p. Chacune de ces 
combinaisons se trouve ainsi avoir un numéro d'ordre. Considérons la a**"* et 
Ja P'*"* de ces combinaisons; soient respectivement a et 6 les sommes de ceux 
des nombres 1,2, . . ., n qui entrent dans ces dernières combinaisons. Soit eiUa.p 
le déterminant déduit de A en supprimant toutes les lignes dont les numéros ne 
figurent pas dans la a'^™' combinaison et toutes les colonnes dont les numéros 
ne figurent pas dans la p*''"* combinaison. Soit X^,p le produit par ( — i)**"^* 
du déterminant déduit de A en supprimant au contraire toutes les lignes dont 
les numéros figurent dans la a'^"*' combinaison et toutes les colonnes dont 
les numéros figurent dans la P'**"* combinaison. 
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On a 

en désignant par s un nombre égal à o si a est différent de p, à i si a = p. 
Écrire explicitement ces relations, dans le cas où Ton a /t = 4) Z' = 2* 

166. On considère deux tableaux (A) et (B) comprenant/? lignes et n co- 
lonnes, numérotées au moyen des nombres i, 2, . . ., />, d'une part, i, 2,. . ., 'i 
de Tautre. Soient, en général, ar,s et br^s les éléments de ces tableaux qui 
appartiennent à la r'*"* ligne et à la 5'*"* colonne, et soit, en désignant par a, ^ 
deux des nombres i, 2, . . . , /? 

Soit C le déterminant du /?'•"** ordre dans lequel 0^,3 estrélèment qui appar- 
tient à la a'""* ligne et à la P'*'"* colonne. Il résulte du n® 162 que, si Ton 
a n=^, le déterminant G est le produit des déterminants A, B que défi- 
nissent les tableaux (A), (B). 

Montrer que C est nul, si l'on a /i </?. 

Dans le cas où n est plus grand que /?, imaginons que toutes les v = C^ com- 
binaisons des n nombres i, 2, . .., /i pris^ à p soient rangées sur une même 
ligne et affectées ainsi chacune d'un numéro d'ordre. Désignons en général 
par Ar, B;. les déterminants du^'*"** ordre qui se déduisent respectivement des 
tableaux (A), (B) en ne conservant que les colonnes dont les numéros figurent 
dans la r'**"' combinaison, on a 

C = AiBiH- AjBjH- . • . -4- AyBy. 
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